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•  Single‐Node FMM Algorithm 
1. Heterogeneous [4] 
2. ParGcle related processes 
are on GPUs: 
  Data structures 
  M‐expansions 
  P2P computaGons 
  Velocity/stretching 

expansions 
  Final consolidaGons 
3. Box related processes are 
on CPU. i.e., all M2M, M2L, 
L2L translaGons 
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•  Lamb‐Helmholtz Decomposi-on:   
1. Given the divergence constraints, the 3D velocity field can 
be described by only two harmonic scalar potenGals:   
 
 
2. This decomposiGon [1] can perform the FMM translaGon 
for “velocity+stretching” calculaGon at the cost of two 
Laplace potenGal kernels instead of six [2].  
3. Algorithmic speeds‐up the overall vortex element method 

 

•  Problem Formula-on: 
1. Compute the induced local velocity and stretching at M 
locaGons       given N vortex elements  

 

 

 

 

2. For the viscous flows,  let 
I. The singular Biot‐Savart kernel is smoothed by 
Gaussian basis funcGon 

 

 

II. The stretching term is smoothed by   

 
 

•  Data Structures to Manage Communica-ons:   

1. Classify all the spaGal 
boxes as five categories [3] 
2. New data structures build 
on local essenGal tree (LET)  
3. Use master‐slave model to 
manage communicaGons 
4. Fine parallel granularity 
construcGons on GPUs  

•  Mul-ple‐node FMM  Algorithm  
 
 
  

1.  Master collects receiver boxes and distributes work regions  
(to achieve work balance) 

2.  Assigns parGcle data according to assigned work regions 
3.  TranslaGons and P2P sums are fully distributed and are 

executed concurrently on CPUs and GPUs  
4.  One‐Gme communicaGon between master and slaves to 

exchange M‐data during the upward translaGon stage 

•  Vortex Core Evalua-ons 

 

1. Fast approximaGons of 
transcendental funcGons  
2. Accuracy is guaranteed 
3. Fast implementaGons 
on GPU (can be applied to 
other problems)  

•  Performance 

  Time comparisons between potenGal, velocity only and 
velocity+stretching computaGons 

  Difference between top and boqom figures is without or 
with the smoothing kernels 

  Accuracy tests are performed by varying truncaGon 
numbers (smoothing kernels used in all these cases) 

  The overall runGme on a 32‐
node cluster: Chimera 

  Only best Gming of 1 or 2 
GPUs used is reported 

  Calculate velocity+stretching 
1 billion source and receiver 
(different) in 55.9 seconds 

   49.12 Tflop/s on 32 nodes 
with 64 GPUs (933 Gflop/s 
peak performance for each 
GPU reported by NVIDIA)  


