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Uber die Kongruenz ex*-by°+cx*=0 (mod. P)-

Von Herrn A. Hurwitz in Ziirich.

Es liegt nahe, zu versuchen, den Beweis des ,,groBen* Fermatschen
Satzes von der Unméglichkeit der Gleichung

Y +2°=0

dadurch zu fiihren, daB man die Existenz von unendlichvielen Primzahlen
p nachweist, fiir welche die Kongruenz

*+yY+22=0 (mod. p)

nicht anders bestehen kann, als wenn eine der Zahlen z,y, z durch p teil-
bar ist. Herr Dickson hat nun im Bd. 135 dieses Journals mit Hilfe der
Theorie der Kreisteilung gezeigt, daB8 dieser Weg ungangbar ist, dall ndmlich
die erwihnte Kongruenz, sobald p eine gewisse Grenze iiberschritten hat,
stets Losungen zuldBt, fiir welche keine der drei Zahlen z,y, 2z durch p
teilbar ist. o

Ich will nun in den folgénden Zeilen den allgemeineren Satz beweisen:

Es seien a,b, c ganze von Null verschiedene Zahlen, e eine ungerade
Primzahl. Dann besitzt die Kongruenz

(1.) | ar® + by + c2=0 (mod. p)

fiir jede Primzahl p, die eine gewisse Grenze tbersteigt, eine solche Losung,.
fiir welche keine der drei Zahlen w,y, z durch p teilbar dst.
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Dabei werde ich den Beweis dieses Satzes mit ganz elementaren
zahlentheoretischen Hilfsmitteln fithren und z. B. von der Theorie der
Kreisteilung keinen Gebrauch machen.

§ 1.

Sehr einfach gestaltet sich die Diskussion der Kongruenz (1.), wenn
die Primzahl e kein Teiler von p—1, also zu p—1 teilerfremd ist. Man
kann dann nédmlich die positiven ganzen Zahlen r und s so bestimmen, da8

re=s(p—1)+1
wird, worauf fiir jede ganze Zahl § die Kongruenz
§=gr = (§) (mod. p)
gilt. Da nun die Kongruenz
a+bnp+ =0 (mod. p)

offenbar durch ganze, durch p nicht teilbare Zahlen &, 7, { befriedigt werden

kann, so wird die Kongruenz (1.) ebenfalls durch drei zu p teilerfremde
Zahlen z, y, z, nimlich

=&,y =1, 2=

befriedigt. werden konnen.

Es bleibt demnach nur zu beweisen, da unter denjenigen Prim-
zahlen p, fiir welche

(@) p—1=ef,

fiir die also p—1 durch e teilbar ist, sich nur endlichviele befinden kénnen,
fir welche die Kongruenz (1.) nicht anders bestehen kann, als wenn
wenigstens eine der Zahlen z,y, 2 durch p teilbar ist.

36*
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§ 2.

Bevor ich dieses beweise, will ich einige Bezeichnungen erkliren,
deren ich mich dabei bedienen werde.

Bedeutet n eine ganze Zahl, die positiv, negativ oder Null sein
darf, so setze ich

(3.) @(n)=1 oder =0,

je nachdem n durch p teilbar ist oder nicht. Diese zahlentheoretische
Funktion ¢(n) gestattet es, in sehr bequemer Weise die Anzahl der
Loésungen von Kongruenzen nach dem Modul p auszudriicken. Beispiels-
weise wird die Anzahl der Losungen der Kongruenz (1.)

(4.) 9I=z4}‘z(p(aw‘+b@/‘+cz’)

sein, wobei die Summationsbuchstaben z,y,z je ein vollstindiges System
zu p teilerfremder Reste durchlaufen miissen. Dabei habe ich nur solche
Losungen gezéhlt, bei welchen die drei Zahlen x,y,z nicht durch p teilbar
sind, und zwei Loésungen (z,y,z) und (2’,y’,2") dann und nur dann als
nicht verschieden angesehen, wenn 2’'=uz, y’'=y, 2’=2 (mod. p) ist. Der
zu beweisende Satz besagt nichts anderes, als daf

(5.) A0

ist, fallé die Primzahl p-==ef+1 eine gewisse Grenze iiberschritten hat.
Aus der Bedeutung von ¢(n) geht unmittelbar hervor, daB

(6.) ¢ (kn)=g(n) wd ¢(pn)=1

ist, unter » eine beliebige ganze Zahl, unter £ eine durch p nicht teil-
bare ganze Zahl verstanden.

Ich erweitere ferner den Begriff der Kongruenz der Zahlen auf
Zahlsysteme. Zwei Systeme
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(b1,tay-.28), (81,82,...8,)

von je r ganzen Zahlen will ich némlich nach der positiven ganzen Zahl
m als Modul kongruent nennen, in Zeichen

(7.) (tistayeest)=(t1st5,50000) (mod. m),
wenn die r Kongruenzen
(8.) b=t L=t ... t, =1, (mod. m)

erfiillt sind. Die eine Kongruenz (7.) bedeutet also nichts anderes als
die r Kongruenzen (8.). Von den Zahlsystemen |

(9.) (b1, tgyenelr), (8, 80y eeity),y oo (89,89, ... 8®)

sage ich, daB sie ein vollstindiges System inkongruenter Zahlsysteme
(mod. m) bilden, wenn jedes beliebig gewahlte Zahlsystem (¢,,¢,,...¢,) einem
und nur einem der Zahlsysteme (9.) nach dem Modul m kongruent ist,
wenn also die Kongruenz

(1,80, ... 0,) = (t9, 9, ... 8¥) (mod. m)

fiir einen und nur einen Index ¢ besteht.

. Durchléuft jede der Zahlen ¢,,t,,...¢, unabhingig von den anderen
die Glieder eines Restsystems (mod.m), so entstehen im ganzen m’ Zahl-
systeme (t;,%,,...t,), die offenbar ein vollstindiges System (9.) bilden.
Hieraus ergibt sich leicht der Satz: .

»Die s Zahlsysteme (9.) werden stets und nur dann ein vollstindiges
System inkongruenter Zahlsysteme (mod. m) bilden, wenn ihre Anzahl s =m'
tst und unter thnen keine zwer (mod. m) kongruente vorhanden sind.

~ Eine spezielle Folgerung aus diesem Satz ist diese:

Durchliuft das Zahlsystem (¢,,¢,,...%,) ein vollstindiges System
inkongruenter Zahlsysteme (mod.m), so gilt das namliche von dem Zahl-
systeme (¢,+¢,,t6+¢,, ...ty +1¢,,¢,).
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§ 3.

Es sei nun ¢ eine Primitivwurzel der Primzahl

p=ef+1,
so daBl die Potenzen

P°=1,9,¢...47%

ein vollstindiges System durch p nicht teilbarer Reste (mod.p) bilden.

Diejenigen, in endlicher Anzahl vorhandenen Primzahlen p, welche
in einer der Zahlen a,b, ¢ aufgehen, schliefle ich von der weiteren Be-
trachtung aus, so daB

(10.) n=g*, b=¢*, c=g" (mod. p)
gesetzt werden kann.

Die Anzahl % der Losungen der Kongruenz (1.) driickt sich dann
nach (4.) in der Form

(11.) Q[:Ez‘c(p(gaf-i'a o grtE gt
TR/

aus, wobei die Summationsbuchstaben &, %, je ein vollstindiges Rest-
system (mod.p—1) durchlaufen miissen. Nun durchlduft

§=rf+r
ein solches Restsystem, wenn 7, ein vollstindiges Restsystem (mod. e) und
r ein solches (mod.f) durchliuft. Denn es entstehen auf diese Weise

ef =p—1 Zahlen &, die untereinander (mod.p—1) inkongruent sind. Ent-
sprechend kann-man '

n=sf+s, E=t,f+¢t

setzen. Da nun
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g¢'=g=1 (mod. p),
so geht durch diese Substitutionen die Gleichung (11.) in

(12.) U= T ¢ (97" + g7 4 ¢"*7)

iiber, wobei nun die Summationsbuchstaben 7, s, ¢ je ein vollstindiges Rest-
system (mod. f) durchlaufen miissen. Da das Argument von ¢ sich (mod. p)
nicht &ndert, wenn r, s, ¢ durch ihnen beziiglich (mod. 1) kongruente Zahlen
ersetzt werden, so darf die Summation in (12.) allgemeiner iiber irgendein
vollsténdiges System (mod. f) inkongruenter Zahlentripel (r,s,t) erstreckt
werden.

Es sei nun

1
(13.) [(x,ﬂ, 7’]'—‘7'%;90(9"“—{—9“”+g"+7),
so daB die Gleichung (12.) in

(14.) U=ef[a,B,y]=(p—1)e[e, 3, 7]

iibergeht.. Die Definition des Symboles [«, 3, 7] verallgemeinere ich sogleich
‘durch die Festsetzung, daB fiir r beliebige ganze Zahlen

O, Ugyeud O,
das Symbol [e,,a,,...0,] die Bedeutung

(15) [,y ] = 7 2 (f5F 5 4 g0 4o g )

haben soll, wobei die Summation iiber ein vollstindiges System (mod. f)
inkongruenter Zahlsysteme (t,,t,,...t,) zu erstrecken ist. Hiernach be-
zeichnet offenbar
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[es,ay,... 0]

den f-ten Teil der Anzahl derjenigen Glieder (¢,,t,,...t,) eines solchen
vollstdndigen Systemes, fiir welche die Kongruenz '

(16.) ght e - gthta p b gttt =0 (mad. p)
erfiillt ist.
In den Fillen r=1 und r =2 ist es leicht, den Wert des Symbols

(15.) anzugeben. Da nimlich die Kongruenz

‘g‘““’;_——o  (mod. p)

niemals erfiillt ist, wird
(17.) [€¢]=0
sein. Ferner wird die Kongruenz

ghta f ghta=0 (mod. p)

dann und nur dann erfiillt sein, wenn

18.) ety + o, =et, 4 a2+£:1_ mod. p—1)
D) p
ist.  Da e ungerade ist, so wird ]—9?_} = %f durch e teilbar (also f eine

gerade Zahl) sein und die vorstehende Kongruenz erfordert

¢, =a, (mod. €)

Ist letztere Bédingung erfilllt, so wird jedem Werte von ¢, eine
(mod. f) bestimmte Zahl ¢, entsprechen, die der Kongruenz (18.) geniigt.
Hieraus folgt nun (wenn noch a, 3 statt e,, o, geschrieben wird):
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Man hat .

(19.) [a,[)’]=1‘oder =0,

je machdem die beiden Zahlen a,[3 nach dem Modul e kongruent oder in-
kongruent sind.

§ 4.

Die Zahlen [e¢,, @.,...,] besitzen eine Reihe von Eigenschaften,
zu deren Ableitung ich mich -jetzt wende.

1. Der Wert von [0y, e,,...a,] hingt in symmetrischer Weise wvon
den Zahlen o, e,,...a, ab, andert szck also micht, wenn diese Zahlen zrgend
einer Permutation unterworfen werden. .

2. Sind die Zahlsysteme (e, e,,...e,) und (fy,[:,...,) kongruent
(mod. e), d.h. st '

ey =P a=ph,...a,=B,  (mod.e),
so gult ' '

(20) [0‘1,“2,---‘17]:[/gl’ﬂz‘w--ﬂr]'

In der Tat darf man ‘in der Summe (15.) die Summationsbuch-
staben ¢,,t,,...t, bez. ersetzen durch ¢, +k,, ¢+ k,,...t,+k,, unter
ki, ko, ...k, beliebig gewahlte ganze Zahlen verstanden. Dies kommt aber
darauf hinaus, die Zahlen «;,¢,,...e, durch .die ihnen  bez. (mod. e) kon-
gruenten Zahlen o+ Icle a,+ ke, .. ,—{—k e zu ersetzen.

‘ 3. - Bezeichnet o eine beliebige ganze Zahl, so ist

(21.) [er+ea, es+e, ..o, +a]l=[ea,,a,...2,].

Denn die Summe (15) andert nicht ihren Wert, wenn man das
Argument von ¢ mit der: zu,p; ’oellerfremdqn Zahl ¢* multipliziert...
Nimmt man ¢ =—a,, 80 folgt aus (21.)
(22.) [y, agyee. by, 0] = [eg—e, T 0= 0, 0, -, 0],

Journal fir Mathematik Bd. 136. Heft 3/4. 37
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4. Die Zahl [a),a,,...2,] gibt an, wie viele (mod. f) inkongruente
Zahlsysteme (ty,t5,...t,_,) die Kongruenz

(23.) grtu gt f g ta g =0 (mod. p)

befriedigen.

Nach der Bemerkung am Schluf von § 3 darf man némlich in der
Summe (15.) ¢,,%,...¢,_,¢ ersetzen durch ¢,+¢,,8+¢,,...8_ 48,8,
Dadurch kommt

[y, 05,...0,]= 1?2.‘@(g“r(g"l"““1 + gttt a oo gfr1tor— | gor))

.=2(p(gﬂt1+a1 +geh+ag+... +g¢‘tr_1+u'_1 _l_ga'),

.

wo nun die Summation iiber ein vollstindiges System (mod. f) inkon-
gruenter Zahlsysteme (¢,,%,,...¢, ;) auszudehnen ist. Diese Darstellung
von [ay,a,,...a,] beweist die aufgestellte Behauptung. Beilaufig folgt,
daB die Zahlen [e,,@,,...,] nicht negative ganze Zahlen sind.

5. Die Zahl [ay,ety,...,] gibt auch an, wie viele (mod. f) inkongruente
Zahlsysteme (t,,ts,...t,_;) die Kongruenz

(24)  grto b gt o pgartei=gy (mod. p)

befriedigen.
Nach dem vorhergehenden Satze ist ndmlich die in Rede stehende

Anzah_l von Zahlsystemen (t1stes. e tia) gleich [al,az,...a,__l, @, s 1]
weil
'Q"‘ffp_;}‘:—-_-——g“f (mod. p)

ef

ist. Da aber =3 ein Multiplum von e lst so wird nach (2.)

—1
[al,ag,...ar_l,a,+£—2——]= [Otl,ag,,..a,].
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6. Es seien

“1:“2,"‘“”[),1’{32’"'/3-

r+s beliebige ganze Zahlen. Dann qilt die Gleichung

(25.) [01,®550ee @y, Biyfasee Bl=101, @ 0,1[Br Brse-. ]

+%‘[a1)az)°-°ar:?][ﬁl’ﬂzs;"ﬂl’@]’

wobes der Summationsbuchstabe ¢ ein vollstindiges Restsystem (mod.e) zu
durchloufen hat.

Um den Beweis hierfiir zu erbringen, zerlege ich die

]‘[a,,az,...a,,ﬂl,/)’z,...ﬂ,]
Lésungssysteme (¢,,%5,...t,, %, %,,...4,) der Kongruenz
gt oo fght e pgueth L L gneth=0  (mod.p)

in p Gruppen, indem ich ein Losungssystem in die erste, oder zweite,...
oder p-te Gruppe rechne, je nachdem fiir dasselbe

gt 4o grtt =0 oder =g¢°,... oder =g¢** (mod. p)
ist. Fiir die Losungssysteme innerhalb derselben Gruppe ist dann beziiglich
guethid e gl Ai=0 ‘oder E-——é“,... oder =—g"* (mod. p).
In Riicksicht auf die Satze 4 @d 5 ﬁnd(; ich so:

f[alﬁqz""ar)ﬂl’{32’"fﬁl]=fz[al)'"af][ﬂl""[jl]

+§[ai’ah:-.'dr‘a"z][ﬁhﬂh"'ﬁnZ]r
37
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wo A ein Restsystem (mod. p—1) durchlauft. Nun setze ich
h=te+p

und lasse ¢ ein Restsystem (mod. f) und ¢ ein Restsystem (mod. e) durch-
laufen. Dann geht die vorstehende Gleichung nach Division durch f in
die zu erweisende Gleichung (25.) iiber. Diese Gleichung gibt iibrigens,
wenn r=1 oder s=1 ist, vermdge der Relationen (19.) eine nichtssagende
Identitit. Der erste Fall, welcher Interesse bietet, entspricht daher der
Annahme r =s=2. In diesem Falle lautet die Gleichung (25.), wenn die
Zahlen f3,,73; jetzt durch .@;,a, bez. bezeichnet werden:

(26.) [0, @0, 00, @] =f[or, @] [0, 0] + [, @0, 0[5, 4,01

+[a1:a231][a21a3’1] +"“ +.[q1>a2>ef1][a3aa4,e*l]'

Vermége dieser Gleichung werden die ,,viergliedrigenf‘ Zahlen [qur,}gg,;,;qﬁ;g o,]
durch ,,dreigliedrige* dargestellt. (Die Werte der zweigliedrigen Zahlen
[et;,0;] und [eg4,e,] sind nach Gleichung (19.) bekannt.) Offenbar kann
man mit Hilfe der Gleichung (25.) iiberhaupt alle Zahlen

[¢y,05,...2,]

fiir r—>4 durch die dreigliedrigen .Zahlen ausdriicken,

. Es seien wieder
al)aé"°'araﬂ1,ﬁ2,"-ﬂ:

irgeM r+s ganze Zahlen, “und es dunrchl.auﬂ 0 ein Restsysté}n nach dem
Modul e. Dann gilt die folgende Gleichung:

(27-) : "%‘[“1 'l}'?:'az"*‘ga-u“r"}"?:'[?)u ﬂz-,:‘- ﬂa] '

= (p—l) [al'»’j' v ar] [ﬂl g oree ﬁc] + (/'.'.—.1-——[(11" °.‘ " ar]) (f‘_l_[ﬂls A ﬂn])'
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Bezeichnet S die auf der linken Seite stehende Summe, so ist
nach Satz (4.)

S-—:Z(P (gl,e'+a1+g+..‘ +g’r"+“r+e +gux3+ﬁx+... +-gul—1 ‘+ﬁ:——-] _l._g,‘?.)’

wobei die Summation iiber ¢,,¢,,...¢,, ul,;..u,_l, ¢ auszudehnen ist. Ich
ersetze nun, was offenbar erlaubt ist, ¢,,¢,,...¢_, bez durch ¢ +¢,,
t, +t,...t,_,+t. Dadurch kommt

S=Z¢(14+B),
wobel
A= gtfe'*'(', A= g‘l’*‘“‘ + oo 4 gtr——l e+, +g°r,
B = g"x=+ﬁ1 Foee gu,_.l e+Bg + gﬂ.

gesetzt ist. Durchlduft nun ¢, ein Restsystem (mod.f) und ¢ ein Rest-
system (mod. e), so durchlduft 7,e + ¢ ein Restsystem (mod.ef=p—1) und
folglich 4 ein vollstindiges System durch p nicht teilbarer Reste (mod. p).
Die Summe S 148t sich demnach so bilden, dal man A ein solches Rest-
system (mod.p) (also z. B. die Zahlen 1,2,...p—1) und ¢,,¢,,...t,_,,

%y, ... %,y je ein vollstindiges Restsystem (mod.f) durchlaufen laBt.
~ Nun wird fiir eine bestimmte Kombination ¢,,...%,_;,%;,... %,

AA+B

durch p teilbar sein
a) fiir alle p—1 Werte von 4, wenn

A=0, B=0 (mod. p);
b) fiir einen der p—1 Werte von i, wenn
A#%0, B%0 (mod. p);

¢) fiir keinen der p—1 Werte von 4 in jedem anderen Falle.
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Der Fall a) tritt fiir

[y, @, ..e ] [BrsBese.. B]

Kombinationen ¢,,...%,_,, %;,.,.%,_, ein, der Fall b) fiir

(f’—l‘_—[al9“2, oo (X,.]) (f_l_—[ﬂlrﬂ2: oo ﬂa])

Kombination ¢,,...t,_,;, %;,...%,_;. Demnach ist

=(p—1)[e,0,,... ][,z ... ,]
+ (7 —[er, e ) (T —[B1B25 -+ B]),

w. z. b. w.
In den Féllen r =1 und r =2 nimmt die Gleichung (27.) mit Be-
riicksichtigung von (17.) und (19.) folgende Formen an:

e—1

(28') eé‘o[a1+e:ﬂ1,"'ﬁs]=f8”1_[ﬂl7"'ﬁa]y

(H(F—=[Brs---B),

wenn e, ¥ e, (mod. e),

(f*l)f'_1‘+(p-‘f)[ﬁ1’“'ﬂa]y

|
l wenn o; = a, (mod. e).

(29.) 2[“1+9 0t 0,031,... 3] =

¢=0

§ 5.

Unter » und m irgend zwei ganze Zahlen verstanden, betrachte
ich nun die Summe

(30.) Upm=22[0,m +np,0],
) e

in welcher ¢ ein Restsystem (mod. e) (also z. B. die Zahlen 0,1,2,...e—1)
durchlaufen soll. -
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Der Wert von a,,, ist eine nicht negative™ ganze Zahl und &ndert
sich offenbar nicht, wenn #» und m durch ihnen bez. (mod.e) kongruente
Zahlen ersetzt werden.

Uberdies gilt noch die Gleichung

(31.) Uy =0\ pme
In der Tat ist nach Gleichung (21.)
O, =Z[0,m+ no—é,~9] = Z[—e¢,m+np—p¢, 0],
und die letztere Summe geht, wenn man ¢ durch —g ersetzt, in a1y, iber.
Der Wert von aq,, ergibt sich sofort aus Gleichung (28.), indem

man in ihr s=2 und ¢, =0, 3, =m, 3, =0 setzt. Man findet so

(32.) G =0y p =f—[m O]—J f, wenn m%0 (mod. e),
. om =0,m= "7 | f—1, wenn m=0 (mod. e).

¢

Zwischen den Zahlen a, , herrschen nun merkwiirdige quadratische
Relationen, die sich auf folgende Weise ergeben:
"Es sei

(33.‘) s”,;,, =§a,;,e O, g+ m>
wo @ ein Rgstsystem (mod. e) durchlaqfen soll. Setzt man nun gemi8 (30.)
a‘,,,g = .;‘.‘[o,g +na,0‘],
Gn g im= Z[7,0+m +nz,0],
so kommt

(34.) Smm =e%'t[a,bg +na,0][.r,g+m+m,0],l
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wo die Summationsbuchstaben ¢, 6,z je ein Restsystem (mod. ¢) zu durch-
laufen haben. :

Beachtet man nun, daf (nach § 4, Satz 1 und 3)

[0,0+mn0,0][t,0 +m+nt,0] =[o———éw,g,——no][T——m——m,p,—-m—m]

=[0—mno,—no,¢][t—m—nz,—m—nT, 0]

ist, so erkennt man, daBl die Summation nach ¢ vermége der Gleichung
(26.) ausgefithrt werden kann. Man hat in dieser Gleichung «, = 0—no,
¢ty =—N0, 0y =T—M—NT, 0y = —m—nT zu nehmen,

Da hierbei [e,,«,]=[0,0],[e;,a,]=[7,0] wird, so geht die
Gleichung (34.) iiber in

Sum= 2 |[o0—mno, —,‘n(’; T—m—mnt, —m—n71]—f[d,0] [z, 0]|

oder, unter Anwendung der Gleichungen (19.) und (21.):
)

Spom = 02[0, 0,7+n(c—7)—m,n(c—1)—m]—f.

Die Summation kann hier so ausgefihrt werden, daB man (o, 7)
ein vollstindiges System inkongruenter Zahlenpaare (mod.e) durchlaufen
laBt. Daher darf man auch 7 durch o—7 ersetzen, denn gleichzeitig mit

(0,7) durchlduft auch (o,0—7) ein solches vollstandiges System von
Zahlenpaaren, ’

Somit ist
Spm==2[0,0,0—7 +nt—m, nt—m]—f.
0,7

Hier findet nun bei der Summation nach o die Gleichung (27.)
Anwendung, in welcher r =s=2 und

o=—t+nt—m, e,=0, fi=nt—m, 3,=0
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zu nehmen ist. So findet sich weiter

Snm =2 |(p—1) [(1—1)7—m, 0] [nr—m, 0]
+ (f—[(n—1) r—m, O)) (f—[nr—m, O])} —F.

Jetzt nehme ich an, daB n weder =0 noch =1 (mod. ¢) sei. Dann
wird im allgemeinen

[nt—m, 0] =[(n—1)z—m, 0] =0,

und nur fiir esnen Wert von =, namlich fiir denjenigen, welcher die Kon-
gruenz nt—m=0 (mod. e) befriedigt,

[nt—m, 0] =1,

und ebenfalls nur fiir einen Wert von v, namlich fiir denjenigen, welcher
die Kongruenz (n—1)t—m=0 (mod. e) befriedigt,

[—1)r—m,0]=1

sein. Diese beiden besonderen Werte von 7 sind voneinander verschieden,
wenn m nicht =0 (mod. e) ist, dagegen fallen sie zusammen, wenn m=0
(mod. e) ist. o

~ Demnach ergibt sich fiir die Summe s,,, falls m nicht durch e
teilbar ist, ‘

Sm=(6—2)*+2/({—1)—f = (e/--3) f = (p—4) };
dagegen kommt, falls m durch e teilbar ist,

Sn,m = (p—l) + (f~-1)2+ (6—-—1)f2~—f=(p—-4;)f—|—p.

Es gilt demnach der folgende Satz:
Journal fiir Mathematik., Bd. 136. Heft 3/4. 38
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Zwischen den Zahlen a, ,,, die durch Gleichung (30.) definiert werden,
bestehen die quadratischen Relationen :

(35‘) Ay, 0 a’n,m +a’n,1 Ay, m 41 + e +an,e—1 Ay te—1 = (Z’—4)f:
(36.) a3,0+“3,1+"'+"'5,e—1:(p_4)f+p-

Daber  wird worausgesetzt, daf8 weder m moch n—1 durch e teilbar st
und daf3 die vn der Relation (35.) auftretende Zahl m ebenfalls nicht durch e
teulbar ust.

Aus den Relationen (35.) und (36.) folgt unmittelbar die weitere

(37.)  (Gno—Onm)? + (Gy1— 1) oo (G oy — oy o—r)? =2,

in welcher n und m nur der Bedingung unterliegen, daBl n, m, n—1 durch

e nicht teilbar sein diirfen. Die Zahlen a, , ergeben also eine gewisse An-

zahl von Darstellungen der Zahl 2p als Summe von e Quadraten.
SchlieBlich bemerke ich noch, daB fiir jeden Index n die Gleichung

besteht
(38') an,0+an,1+"'+a’n,e———1=p—_2‘

In der Tat ist nach (30.) und (28.)

e—1

Zoan,g :2[0"@ +n030]: 2 ‘f——[G,O];=6]‘—1 =p_2'
o= €0 ¢

§ 6.

Bezeichne jetzt r.einen bestimmten Index. Die Zahl a,, kommt
dann auf der linken Seite der Relation (37.) in den beiden Gliedern

(an, r an, r4m )2 ) (a’n, r—m_ an,r)2

vor. Es ist aber

On,rtm+ O rm N2 | (Onrtm— Cn r—m)
(an,r'"'a’n,r+m)2+(a’n,r—-m—a’n,r)2=2{(an,r" nrtm 9 M m) +(’nr = 9 ! m) }'
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Die Relation (37.) kann ich daher so schreiben:
(an,r_a_"'-*-m—i—anr_ ) +P P,

wo P eine Summe von nicht negativen Termen bezeichnet; ja es mufl
sogar P >0 (nicht =0) sein weil p als Primzahl keinem Quadrat gleich

sein kann.
App+m + A r—m
2

Es folgt hieraus, daf a, ,—

als Vp ist; d. h.:
Ist n weder =0 noch =1 (mod. e), ferner m nicht =0 (mod.e), r aber
beliebig, so gilt die Beziehung

absolut genommen kleiner

— n, r m+ N, *~—Mm —
(39.) —Vp <, —ERT IR

Hier setzé ich der Reihe nach m =1,2,...e—1 und summiere die
e—1 dadurch entstehenden Beziehungen. Da nach (38.)

14 a _ . A o e—1

2 n,r+m T+ Qn, oy m—za”'+'"+ mr m—a” 1 Za,. + ZG,. ) Ay, r

m=1 2 m=0 2 ¢ ¢ .
=p—2—a,,

ist, so kommt
40)  (e—1)Vp<ea,,— (p—2)<(e—1)Vp,
oder:
Ist n weder =0, noch==1 (mod. e), r aber beliebig, so gilt die Beziehung

(41.) (p—2)—(e—1)Vp<ea,,<<(p—2)+(e—1) Vp.

§ 7.

Aus den Zahlen a, ,, lassen sich nun die Zahlen [e, 3, ¥] zusammen-
setzen, wodurch es moglich wird, die Beziehung (41.) auf die letzteren
38*
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Zahlen zu iibertragen. Durchliuft » ein Restsystem (mod. e), so ist zufolge
der Definitionsgleichung (30.)

20, 4ng=2[0, c—nf3 +mp, 0].
n o.n

Summiert man zun#chst iiber n bei festgehaltenem ¢, so ist zu unter-

scheiden, ob ¢=/ (mod.e) ist, oder nicht. Im ersteren Falle ist be-
standig

e—nf+no=ea (mod.e),

wihrend im zweiten Falle e¢—nf + ng = o gleichzeitig mit » ein Restsystem
(mod. ) durchlauft. Demnach kommt

2y a_ng=e[f, &, 0]+ 2" 2[p, 0,0],
n o o

wo das Komma am Summenzeichen bedeutet, dal ¢ ein Restsystem (mod. e)
mit AusschluB des Restes 9=/ (mod. e) durchlaufen soll.
Nach Gleichung (28.) ist nun

' 20“[9’ 0,0]=f—[¢, 0]

und offenbar
2N —le, Ol = (e—=1)/ +[, 0] =1 =p—2—f +[B, 0].
Hiernach wird jetzt
Sy 0ns = e[, @, 0] +p—2—f + B, 0].

Von der Summe trenne ich die #=0 und n=1 entsprechenden Glieder
ab, deren Werte nach (32.)

Ay, ¢ = f'—'[as 0]’ al,a-—-ﬁ': f”"[a""'ﬂ, O] ::f_—[a’ ﬂ]
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sind. Auf diese Weise kommt:
. o
né‘zan.a——nﬁ + 3]‘_(1)_2)—‘[“, O]"[a9 ﬁ]“‘[ﬂ’ O] = e[ﬂava’ O]*

SchlieBlich setze ich noch ¢—y fir « und 3—y fiir 3 und finde so:

Die Zahl [e, 3, ¥] Zd/o’t sich durch die Zahlen a,,, ausdriicken ver-
moge der Gleichung

e—1
(42.) e[o,B,y]1=38f+2—p—[e, B1—[B.7]—[r, el + “é‘zan, a—r+n(f—r)*
Hier bedeuten e, 3,y drei beliebige ganze Zahlen, und nach (19.) ist

[e, B1+[B, 71+ [y, «]=0 oder 1 oder 3,

je nachdem e, 3,y untereinander inkongruent (mod.e), oder zwei unter
diesen Zahlen einander kongruent (mod.e) oder endlich alle drei einander
kongruent (mod. e) sind.

Die Beziehung (41.) liefert nun fiir die in (42.) auftretende Summe
die Grenzen

“2l(p—2) F(e—1) Vp):
und da
¢(3f +2—p)=3(p—1)—e(p-2)
ist, so ergibt sich der Satz:

Fiir die Zahl [e,(3,7] gilt die Beziehung

(43.) p+1—(e—1)(e—2)Vp—ne<<er[e,f3,y]
<p+1+(e—1)(e—2)Vp—e,

wober

n=/[e, ﬂ] +[ﬁ» 7] + 7 a]
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gleich 0 oder 1 oder 3 tst, je nachdem die drei Zahlen e, 3, y unterevnander
tnkongruent (mod. e), oder zwei unter diesen Zahlen esnander kongruent (mod. e)
oder alle drev eimander kongruent (mod. e) sind.

Fiir die Anzahl % der Losungen der Kongruenz

ax’+ by’ +c¢2*=0 (mod. p)
in durch p nicht teilbaren Zahlen w, y, z folgt insbesondere nach (14.)

% >p+1—(e—1) (e—2) V§~ne

und daher

A>0,
sobald die Primzahl p eine gewisse von e abhingende Grenze iiber-
schritten hat.

) Die Beziehung (43.) zeigt des naheren, daB die Anzahl % mit p
derart ins Unendliche wichst, dal

Mm%:l

ist.
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