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260 Thomas, Eigenwertproblem .Mls AI&VWW\V 4 Ag(@)y=0; R\H (x)yde = .\wA&v yde=70.
a a

¢. Die Residuen der Greenschen Resolvente.

In den Fillen, wo im z-Intervall {a, 5> entweder stets g(x) > 0 oder
stets g(x) < 0 ist, kann man durch die Variablentransformation (57) also Axn-
schluB gewinnen an die Theorie der Fredholmschen Integralgleichungen. Man
erhiilt dann'), daB die Anzahl der Summenglieder in der moglichst weit redu-
sierten Bilinearform des Residuums ¢f (2, £) der Greenschen Resolvente
GA; %, &) = ﬂmﬁa z (), WQVV von (6), (7) gleich der Vielfachheit der Nullstelle
ist, die die zum Kern G(A,;2, () = TG (,; x, &) gehorige Fredholmsche Deter-
minante

ol
(63) DOy =1+ 3 == —4)
pe==1 N
mit
Glgs b ) - Ggs by, 1)

b b
5“\....\. . e e e ..QQHV.IQQ&&H...&?
P J GGt ) o Gl b, )

an der Stelle A=4; hat; die Nullstellen dieser Determinante erwiesen sich ja
(abgesehen von ihrer Vielfachheit) als identisch mit den. Nullstellen der charak-
teristischen Determinante 4(2). Die bisherigen Betrachtungen lieferten nur,
daB diese Anzahl hochstens 21 betriigt, wo I die Vielfachheit der Nullstelle von

Terner ergibt die Theorie der Integralgleichungen, da dann die Funktionen-
systeme der F&1(z) und @™ (§) von (46) zueinander biorthogonal sind, d. h.
den Beziehungen

b
(64) \@my:@ O (z)g(x)de = 8, (0, =0 fir p v, 08, = 1)

geniigen.
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Ein kombinatorischer Satz der Elementargeometrie.
Von Ernst Wirr in Hamburg.

(Bingegangen am 21. 9. 1951.)

Im ersten Kapitel des lesenswerten Biichleins ,,Drei Perlen der Zahlen-
theorie” bringt der Verfasser A. J. CHINTSCHIN) einen Bewels von M. A Lu-
KoMsKAJAZ) zu folgendem Satz von VAN DER WAERDEN 3):

Bei beliebiger Einteilung eines gendigend groflen Abschnities natirlicher Zahlen
in hochstens k Klussen befindet sich in mindestens einer Klasse eine arithmetische
Progression vorgeschriebener Ldnge 1%,

Chintschin beschlieBt das Kapitel mit den Worten: ,,Es ist Gbrigens nicht aus-
geschlossen, daf} der Satz von van der Waerden einen noch einfacheren Beweis
zulaBt, und alles Suchen in dieser Richtung kann nur begriiBt werden.* Dies
war die. Veranlassung, nach einer neuen Beweisanordnung zu suchen, die dann
gleich zu einer allgemeineren Fassung des Problems fihrte.

1. Fiir eine vorgelegte natiirliche Zahl & und fiir eine Ausgangsfigur ¢, aus
endlich vielen verschiedenen komplexen Zahlen e, ....¢ (g =0) mit ihren
homothetischen Bildern

o G = A6 +a (A=1,2,...; a beliebig)
gilt folgender

Satz: Bei beliebiger Einteilung einer geeigneten endlichen Menge X von kom-
plexen Zahlen in hochsten k Klassen enthilt mindestens eine Klasse eine zu §
homothetische Figur ).

Dubei wird X fiir geniigend grofles N aus allen Linearkombinationen

g=Ywme (Su=N; 5=01,...)
bestehen. (Beispielsweise reicht im Falle 1 =3, k = 2 die Zahl N = 4 aus, wie
eine direkte Diskussion unter Ausnutzung aller Symmetrien ergibt.)
Statt fiir komplexe Zahlen 1aBt sich der Satz auch in irgendeinem Modul
der Charakteristik 0 aussprechen.

1y A, J. CurvrscHix, Drei Perlen der Zahlentheorie. Herausgegeben vom Forschungs-
institut fir Mathematik der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Berlin 1951,
S. 9—14.

2y Nachtriglich sehe ich, dafl es sich inhaltlich um cine Wiedergabe des urspriinglichen
Beweises (vgl. Fufinote 3) handelt, allerdings mit viel komplizierterer Bezeichnungsweise.

3) B. L. vAx DER WAERDEN, Beweis einer Baudetschen Vermutung. Nieuw Arech. Wis-
kunde, 2. Reeks 15 (1928), 212—216.

4) Dje Vermutung, dafl die Verallgemeinerung von k= 2 auf beliebiges k far die In-
duktion vorteilhaft sein kdnnte, stammt von Herrn E. ARTIN,

Math. Nachr. 1951, Bd.6, H.5. 18
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2. Die Klassen denken wir uns durch verschiedene Farben gekennzeichnet
und behaupten dann entsprechend das Vorkommen einer einfarbigen Figur €
in %. Zur Erleichterung des Beweises sollen die Endpunkte ¢/, ¢ einer in X
gelegenen, zu € homothetischen Figur &}’ verbunden heillen, wenn wenigstens
die aus €/, ..., ¢/, bestehende Teilfigur 6/, einfarbig ist. Dabei ist die
Farbe f(¢]) ganz gleichgiiltig. Nun gilt folgender

Hilissatz: Hine geeignete endliche Menge ¥ =%, %k, n) von komplexen
Zahlen enthilt bei beliebiger Firbung f(x) in hichstens k Farben eine Folge von
paarweise verbundenen Zahlen ay, . . .. ay t,nz2).

Hier stellt also jedes Paar «;, a; (¢ < j) die Endpunkte einer in X gelegenen
fast einfarbigen Figur a; + 4; € dar mit hochstens einem Farbfehler bei a;1).

@

3. Beweis des Hilfssatzes durch doppelte Induktion.
Zur Durchiithrung des Schiusses n—n +1 denken wir schon
=%, k,n) und P=D{ K,2)
konstruiert fir festes I, » und alle k, K. Wir setzen jetzt
K — Anzahl der Firbungsmoglichkeiten von ¥ in hochstens k Farben

und betrachten die aus allen Summen z + y bestehende Menge X -+ 9, die wir
uns irgendwie in hochstens k& Farben gefirbt vorstellen wollen.

Nach Induktionsannahme iiber ¥ gibt es unter den Parallelmengen ¥ + ¥,
die beziiglich ihrer Farbenverteilung héchstens K verschiedenen Typen an-
gehoren, ein in dieser Hinsicht verbundenes Paar A, A -+ ue;, also mit

f(a) = fla 4 we) (a beliebig aus A, A <1).

Nach Induktionsannahme iiber % enthilt die Parallelmenge % hinsichtlich
ilirer Farbung eine Folge ay, . . . , @, von paarweise verbundenen Zahlen. Setzen
wir insbesondere a, = a; + A;¢; (ausnahmsweise 4, = 0), so folgt

fla) = fla; + Ae) = flag+ e+ pen)  (R<D).
Hiernach ist auch die mit a; + A;¢; + pe = a, -+ pe; verlingerte Folge
QHVRNM:.VQ:VQ: ne
beziiglich der Farbung von X - ¥) paarweise verbunden.

Ausgehend von X (I, k, 2) fir alle & lalt sich also ¥(l, k, n) konstruieren.
Tm Falle n = k + 1 gibt es hier nach dem Schubfachprinzip in einer Folge von
paarweise verbundenen Zahlen a,, . .., @ppy mindestens 2 Zahlen gleicher Farbe,
die dann Anfang und Ende eines wirklich einfarbigen Bildes ¢}, von € sind.

Fir den SchluB I-»1+ 1, den wir mit £(2,%,2) = G, beginnen lassen,
setzen wir X(l + 1, k, 2) gleich der Vereinigungsmenge derjenigen homotheti-
schen Bilder &, von €, fir welche die Teilfigur 6 in X(I,k, k+ 1) liegt.

Damit ist dann der Hilfssatz und mit X = X(l, k, k+ 1) auch der Satz
hewiesen,

1) Zur besseren Anschaulichkeit kann man sich eine in einem Hofe ¥ aufgespannic

Leine vorstellen, an der an Klammern a; ahnlich geformte Waschestiicke €7 héngen, von
denen jedes Stick fir sich bis auf einen etwaigen Farbfehler am rechten Ende e, ein-

farbig ist. Allerdings trigt dabei jede Klammer 7 — 1 Wischestiicke.

Uber approximative Funktionalgleichungen
der Potenzen der Riemannschen Zetafunktion.')

Von Ruporr WiesgLitz in Koln.

(Eingegangen am 24.9.1951.)

Hagrpy und LirToEwoop [1, 212) stellten 1921 die sogenannte approximative
Funktionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion £(s) auf, durch die {(s)
i kritischen Streifen?® 0= o =<1 und benachbarten Teilen der komplexen
Zahlenebene bis auf ein Restglied von geringer Ordnung durch leicht zu iiber-
sehende Funktionen dargestellt wird:

L) = Zn7t 4 g(s) ZnT 0@,
nsw nEy
; 1 o i
wobei y(s) die Funktion 2575t sind ws (1 — s) bedeutet und 2 - y = W‘at ist.
Eine entsprechendé approximative Funktionalgleichung bewiesen sie. wenig
spiter [3] auch fiir £2(s). Dabei wird allerdings @ - y == Awmﬂv und das Restglied
1 E

QA _QA e”.miw\tv» log Ev Gestittzt aul die von Hardy und Littlewood an-
gewandte Methode werden in der vorliegenden Arbeit entsprechende Gleichun-
gen tar £¥(s) (k= 3) aufgestellt.

Satz 1. Unter der Voraussetzung
(1 tE+in=0(0tpH ©O<c=

; k
gilt fir festes ganzzahligesk =3, v -y = Twiv cx > A,y > A gleichmifig vm
Streifen —3 <o <}
ghisy = 3 dpm)n= 4 g¥(s) 2 di(n)n’Tt = Bo(s) — 2 sy Hy(s)
ST nzy

[T TR

4+ O(xhe Yo + y|t]-#logh~1{t]) + Q?M x4 y) k
+ O (x|t [*-2elog? [¢]) 4+ O (k=7 min (e, why|t]-2).%

1} Diss. Koln 1949 (gekiirzte Wiedergabe); Referenten: Prof. Dr. Guipo HOHEISEL,
Prof. Dr. Karn DORGE.

2) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis 8. 270.

3 ¢ =0 + 4t.

1y Die A sind positive Konstanten, nicht notwendig immer dieselben.

5) ¢ bedeutet stets einen beliebig kleinen festen positiven Wert, der nicht notwendig
in allen Formeln die gleiche GroBe haben muB. dc(n) ist die Anzahl der Zerlegungsmég-
lichkeiten von n in & positive ganzzahlige Faktoren, wobei Zerlegungen rait denselben
Faktoren in verschiedener Reihenfolge als verschieden angesehen werden.
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