
A Linear Iterative Approach for
Hierarchical Shortest Path Finding

�

Gutemberg Guerra Filho
Department of Computer Science

University of Maryland, College Park 20742

guerra@cs.umd.edu

Hanan Samet
Department of Computer Science
Center for Automation Research

Institute for Advanced Computer Studies
University of Maryland, College Park 20742

hjs@umiacs.umd.edu

ABSTRACT���������
	������������������������������������ ��!"�������������#	�$�%'& �)(��)&��	��������*
+ !���, + �-���/.0("��������
�
	1���2��!435���
67��!7��	 + �-���������8	���9���� $�9�%:��
; !�<=("��������
�
	#>?.A@B3 ;DC ����&�����������
	E���)6�����F���
("�
��	F9����67����68�
�!7��	G�����2�H��$�9�%:��1I8!�<J�7&�K�����
�2�#���67��!7��	
L4�/��� ��!7�:!�	��M�������
���
�-�����������("�5����67!����-����9�	N��!4OP��&Q�R	���!������	G�H�����������P&S��!��T �P���P&
������	N�P�����A���2��!M��������! + �
	G�#���
("�
�?L8U �������!7$ �#��������!"�����Q��	N��!7� *
����
$���	���("�7V:�����1�
!79����)��T��-�XW4�
!���	G��������	E�����#	�95�����Y���P&4�����#���)6�!�*
���-����9�	Z�����[9�!����\��]��
���
�2�=�)�������������)��[�������H!��������=����
$���	���("��!���*
����95���^����� ��!"�������	
L=_B�2W %����)&5	���!������	G�[�P�����R����6�!����-����9`��!#�:���*
<a!���9b���2������*c���
6��)!��P���ed2$������)�	\���R�����F��! + �
	G�J���
("�
�'��	���������!�& $��
�
&fLg\����	E	G���������6�WD$�	��
	E��	�$�%�	���d2$�����
�N!�<h(7��������
�
	F�������F%:�
��!7��65��!
�����[	���!������	G�i������� + �������F�����$������-W8�
!�9���$�������6E����� + ��!����F	���!�����*�	G�4�������^Ljg\���S�2W�% ���)&k����6�!����-����9l����d2$��-���
	Rm8> ;DC ����9��S���P&
	������
�A��	�	�$�9�����6n���o$�����<a!���9l& �)	G������%�$�����!7�o!�<1("��������
�
	
Lpg\����	
��������
	��
�2��	4�n<a$���������4��9�� ��!�(7�
9��
�2�5�
!7���
������)��60	��P����7VE	������
�
�5�P�����S( ��� + ��������!"�����S����d2$��-���
	Em8> ;Qq�r s�C 	��P���
�����D�����#��! + �
	G����
(7�
�?L=t�!��Z���)6�����hu2*v�)�("�
��	
V��E��������(���� + ��������!"������	��:�
�P& 	Zm8>Gw C����9��N���P&R���
d�$��-���
	[m8>?I�x ;�C 	��P���
�7L

1. INTRODUCTIONyX��<a!���95������!��N	GW�	G���9�	f�������^��	�	���	G�Z&����)(7���	^���N���z�������)��6[�\������(7�
�
����������d2$��-����&{��!k��9�����!�("�A	���<a��|W}���P&{�]��
���
���WB!�<5��$���!79�!�*
%����)�#������("�
�?L1g\���	���	GW 	G���
9�	E$�	��#���
���-*c���)9��#������]��#����<a!���95������!��
67�����������&5%�WH������]��J�
!�������!��'����&8	�$���("�
�����)�����
�E�
���������	i����,"�J������<a*
O��8�
!���67�	G���)!��n����&S��!7�7& + !���,:L5g\���WA���)&S������(7�
�����	1�)�SOP��&�����6
�����~!7� ����95���f�P�����5��!������
�-�J&��
	G�����P������!7��	J�
!���	��)&��������6�&���	G�������
�7V
����9��7V����P&1!��������Y����-������)� L=g\���)	e���
����	^��!E�
����9����P�����h$������
�
�	�	�����W
������("��f����9��E����& $��
����6����
��z& �
�2��	J���P&M�:!7����$�����!7�fL
_���
�2�����������
��&D�P�����SO��P& �)��65���������-���
���$ ���N<�!��~	�$����D�)� <�!���95��*

����!��B	GW 	G���
9�	5�
!���	���	G��	4���{�n����!2��
	�	�����60�
�
�2����M���P���R���
��
��("�
	
�������0d2$������)�	H���n�4��!7�7&n���� + !���,����P&����
	��:!��P&�	#���/�������-*c����9��7L
g\���H�������-*v����9��#�:���<�!���95�����
����	N������d2$��-���
9��
�2�J<�!��N�����#	GW�	G���9
� g\����	#���	���������� + ��	�	�$����:!������
&Q���/�P������%2WS�����M�i!2!���&��
���P��7���!& �~_J�:���<��
�X��
!7��9��
�2��!H&��E���
	�	�!"���e& �E�#�� (7�
�^U $��:�����)!��\*=�\_F�h�hU'L

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.

��'�
�����)(7�
���
	�	Y	������
�\�F& ����("��e95��WE����,"�i�J���T�����$���� + �-�������H�J<�� +	��
�
!��P& 	
LE_��)����67�#� $�9�%:��J!�<id2$�������
	F���S����$�6��#���� + !���,R95��W
�����("�
�2�������~	GW 	G���
9`<z��!79b9��
�����)��6H�����~�������-*c����9��E����d2$��-���
9��
�2�
+ ����D�H�:���[�P�����ROP��&�����6���������!"�����4�)	[$�	���&fL
_������Y���"�������"���~&�!2�	=��!��Z	�$�%'&���(��z& �i�����i!�����67���P����6��������H���P���

���
� ���
	��
�2��	i�����J����� + !���,:L=g\����	[��������!"�����M	�!7��("�	i�����F�P������O��P& *
����6J����!�%����
9B�
�-������e%�WE�T �
�
$ ���)��6J�J	�����6����*v	�!7$�����i	���!������
	G�Y�������
����6�!����-����9���������� + ��!7���R���� + !���,�� ��V=���i!��1����������
(�����6S���������
+ �-���0!7���R��!2!7,�$��0�����S� ���*v�
!79���$�����&Q�P�����0(���� + L/�E� K|,�	G����� � 	
	���!������
	G�1�P�����/���)6�!����-����9����
d�$��-���
	1m8>?.~��!76h. C ����9������P&Am8>?. C	��P���
�N�������)���P���J6���������	1� �2Vew
���cL
_ � ���a�R¡�¢v£�¤S!��E�?����¥�¦�¢a�?¢�¡�£#�
§���¦�¨���£i�
!7�2��������	\�����J�)� <�!���95������!7�

����d2$��-����&���!����������)�("�M��	���!������	G�8�P�����/�
!������
	��:!7��&�����6D��!D�������
�P���-�E!�<Y("��������
�
	J���4�����E���� + !���,:Lig\����	[	G���������
6�W�� ���*v�
!79���$����
	
������	���!������	G�i��������	Z���8���������� + !���,:LZ©E���
�\�������������8(���� + ��	h�����*
�����
&fV�����W#��������d2$�����WH��	=�:���<�!���9���& + �-�����~��!2!7,�$��8�����������������
(���� + ���P&4���
�:!������)��68�����1	���d2$�����
�1!�<=("�������)��
	F�������[���
�����	��
�2��	
�����M�P�����^L�_`�P�����ªd2$����WQ���
d�$��-���
	8m8>?.^« C 	������
�R����&0	��:��P&�	
m8>?. C ���)9���V�	��)���
�~�����F��$�9�%:���\!�<�("��������
�
	����R�����~�P�����R95�
W5%:�
���������������0����� + !���	G���
��	��7L0g\���R�������0(���� + 	G���������6�W/����d2$������	
m8>?. « C ���)9��F<�!��J� ���*v����!2�
�
	�	�����6D� ¬2Vew�w�cL
e����67�\���� + !���,�	Y95�
WN�����&H����$��P����
�
������%�������9�!7$��2�e!�<�����9��

����&#	������
�h���H!���&������!J	�������	G<zW#�����h�������-*v����9��h�
!7��	G���������2��LZg\�������*
<�!����7VY�5����������������������h��������!"�����Q��	1���������)�
&fL�_`��¢c£������G����¢c���7§h���:®
�P�G���"���[	�$�%'&���(��z& �
	���	�����6����i����� + !���,~���2��!�	�95������������
6��)!���	
LZg\����	
����!2��
	�	\����������
	\�N���)������������W�!�<f9�$��-���)���
(7�
������ + !���,�	h<a!����N�������OP��&�����6Q	����������^LB�/�D�!7��	��)& ��R������	�����6��)��*X�����-��	���!������
	G�M�������
����!�%����
9¯<�!��N���)�������N6���������	 + �-���S��!���*v���
67������("�#��&�6�� + �
��67�2��	
Lg\����� ��!7%��)�9j�
!7��	��)	G��	=����OP��&�����6~�E	���!������
	G�=�P�����H<a��!79°�~6���("�
�
	�!7$ ���
�8("�������TQ±H��!��M67��("�
�Q&��
	G������������!7�Q("������TS²����Q�R���z���P���
6��������fL
y|�N�����)	e�P���:����V + �i�����	��
�2�Y�F���������������������������� ��!"�����1���P���e	�$�% *&���(��)&��
	Z���������� + !���,#������!N3J���
67��!���	
Lh�h������	�$����8���
67��!7������	Z�����

	���9��H��$�9�%:��� ; !�<h("��������
�	N����&S%:��)!���6�	~��!M�����H��! + �
	G�1���
(7�
�!�<E�����4��������������2W2Log\���4	���9��4	����
��<a!��5���
6��)!���	5��	5�Q� ��!7�:����XW
�
� <�!������&k���k�����4!��������4m8>?��!�6\3 C ���
(7�
��	M%2W��������������6n������67�����
���
("�
�'9����6�����6#I~�7&�K����
�
�2�����
67��!���	
Lhg\�������<�!�����V������F�P������9�������	
³ 3�´ ; ´GI
µF�
!�9���������
�-WS& �OP���#�����H	G����$����$����#!�<i�M	���9����)�#�����������*
����WM!�<Y���� + !���, 	
L�/�Z���2����!�&�$��
�h�-�����������("�F>?��!7� *v����
$���	���("� C ����6�!����-����9�	e��!�O��P&~�
	���!������
	G�=�P�����H������!�$�6��8�������)�("�
��	Z!�<:����� ³ 3�´ ; ´�I�µ����)������������WH���P&
��!���T�������&M������	�	���!������
	G�[�������4���2��!8�H	���!������	G�[�P�����R�
!79��:!�	���&
%2W8��& 67�
	h!7����W8�)�������J��! + �	G�����
("�
�P�������=���
�����
	������	=�����J!�����67������������ + !���,:L¶ ��("�
�A����������������2WD!�<i���� + !���,�	
V'�����#����!7�:!�	���&D����������������)�
���
	���!������
	G��������������67!����-����9·	G��������	8���������R��! + �
	G�5���
(7�
������ + !���,



<z��!79 �����R	�!�$����
�R("������T'L/� ���
�n�����M�
$ �����
�2�����
6��)!��k��	8�
!�98*
��������
�-W5������(7���	���&fV������~	����������4��	[����!�9�!�����&���!H�����~����T �\����67����
���
(7�
�?LAg\���5����!�9�!�����!7�n	G���
���)	H�T �
�
$ ����&�$��2�����i�-�#�����������	#�����
����67���	G�\���
("�
�?L=g\���
�^V2�����J	��
�������M��	i&��
9�!�����&���!N�����[���T��h��! + �����
(7�
�E��! + ����&�	4�����Q& �
	G�����P�����)!��{("������T'L g\���Q&��9�!�����!7�o	G���
�
��	5�:���<a!���9���&�$��2�����J�-�������������
	���������! + �	G�R���
(7�
�[���� + !���,:L{_
���	�$��-������60�2¢v£������G����¢c���7§�¦G�������X£�¦��F� ���a�S�
!7��	��)	G��	�!�<~	�$�%��P������	H�)�
�
���������
(7�
�\!�<[�����M���� + !���,:LAg\���M����������������������[��������!7�����n�T �*
�$����
	J¢�¥��?�G�7®v��£ � ¢c��¥:��§��¨�£���¢v£�¦Y<�!��\�������5���
("������5!���&����h��!1�T �P���P&
�����
	��~	�$�%��P������	=��!H�����F���T��i�)! + ��[���
("�
�?Lhg\���Ed�$�������
	������~�:���*<a!���9���&A$��2�����Y����� + ��!7���5�P�����Q��	1��������
	��
�2����&A%2WS	�$�%���������	N�)�
�����N��! + �
	G�J���
("�
�f���� + !���,'LyX�H����� + !���	G�h����	��7V2!7$ �=����������������������P��������!7����������d2$��-���
	=m8>?. Cd2$����W�����9��~����&R	������
�7V + �������~.D@ 3 ; ��	������J��!������f��$�9H%:��\!�<
(7��������
�
	N���A�����H!�����67���P���h���� + !���,:LHg\���
	�������9��#$����:��~%:!�$��P& 	
�����J���������
("��&8$�	�����61�~��������������2W�&��O����-����!7� + ������[3N@ ; @�� .
���P&/IM@ ��LAyX< + �M��	�	�$�9����������H�����*v����!2��
	�	�����6D��!D%�$��)�)&������
��������������2Wn!�<F���� + !���, 	H��	8�:���<�!���9���&0�D���
6��)������&0� $�9�%:��#!�<
����9��
	[�
!����
����������6������N��$�9�%:����!�<=d2$������)�	
V���������!�$��F��������!"�����
+ !7$��z&n����d2$��-���5!7� ����95���i����9��M����&0	������
�5���
	�!�$����
�
	
L/t�$����������V
	������
�n!7$ �A����� ��!"�����}�)	S��!7��*c���
�$���	���("�7V~�����/�
!�9������T �-�|W{�
!���*
	G�����2��	������F	�95�����?V + ��������9����)���������
	\9�!����E�]���)����W����M������������
�
+ ���
���
!�9��P������&M��!8!������������
$���	���("�N!�������95���^��������!"�������
	
L
���1����	�!5����!��:!7	��H�8��� + 	G���������
6�W4��!��T �
�$����N���2������*c���
67��!��P���

d2$�������
	[�)�R�����~���)������������������������� ��!"�����fLig\����	J	G���������
6�WR��	F%���	���&
!��#���1�2W�% ���)&E	���!������
	G�Y�P�����1����67!����-����9}�������^$�	��
	e�J���������)���7�P�����
���D!���&���J��!8OP��&��8	�����67���#	���!������
	G�~��������%:�� + �
���� + !�(7��������
�
	
!��A�����H%:!���&���E!�<\�����67��!7�fL#_°���������)���Z�������S��	N��	�$�%�	��
d�$��
����
!�<Z("��������
�
	��������[%:�
��!7��6���!������N	���!������	G�F�������fL

�F	�����6������5�2W %����)&�	���!������
	G���P�����/����67!���������9�VZ����������9��5���P&
	������
�M����d2$��-���
9��
�2��	N<�!������2������*c���
67��!��P���[d2$�������
	����n�����M��! + �
	G����
(7�
�~��	4m8> ;�C L g\����	4��	4���o��9�����!�("�
9�����8�
!79���������&k��!/�����
m8> ;Aq�r s�C 	��P���
������d2$��-����&Q%2WQ�4�������/(���� + L4t�!��#����6�����#���
("�
��	
V
+ �E$�	��E�N�P�����5( ��� + ��������!"�����fLZ�~�O�������6NIJ@{��V2�����F��������(���� +����� ��!"������	��:�
��&�	[m8>Gw C ���)9��~���P&5����d2$��-���
	[m8>?I x ;DC 	������
�~���4�
u2*v���
("�
�f���� + !���,M<a!��Fu��ª� L
g\����	H�����:��H��	�!���67�����)���&n��	#<�!7����! + 	
LAy|�0U��
�����!7���2V + �����*

(���� + + !���,�����z������&���!#����������������������f�������8O��P&�����6�LZg\��� ³ 3�´ ; ´�I
µ
����������������������Y��������!"�����4�)	[� ���
	��
�2����&R���SU��
�����!7��� L=�/�~� ���
	��
�2�
�������2W %����)&D	���!������
	G�N�P����������67!����-����9����/U��
�����!7�
	�L�U ������!7��¬
& ��	��
$�	�	��
	[�����E95�����4�
!��2�����)%�$�����!7��	[!�<Y������	������:���L

2. RELATED WORKt ����&��������,�	�!7�A� ¬��f����!7�:!�	���&M�H����������������������f����6�!����-����9 <a!��������
	�����67���*v	�!7$ ���
��	���!������
	G�N�������D� ��!7%����
9 !7�D���)���P���N6���������	
L~g\���
����67!����-����9·����,"�
	8m8>?. � ��!�6i. C ��$���������6S����9��7V + �������.o��	8�����
��$�9�%:��R!�<�("��������
�
	D���}�����z���P���S6��������^L g\���n����67!����-����9 ��	
%���	���&{!7�B�~� KG,�	G������� 	S����67!����-����9 ����&{$�	��
	D��&���(���	��)!��p!�<H�����
���)���P���J6������������2��!8�H��� ���
�*v���
("�
�'��������������2WM!�<e���
67��!7��	
L\_B	�$��-��*
��%����46��������ª& ��( ��	���!7����	8�����������&n���ªm8>?.N��!�6i. C � ���*v����!2�
�
	�	�����6����9���$�	�����6/�S���
�������)d2$��R%P��	���&ª!�� �Q���)���P���M	��
�P��������!��R���)6�!�*
���-����9 �-w����cL#g\���8����67!����-����9�&���:�
�P& 	E!7�D�����#<�����~�������E���)�������
6���������	Z�P��("�h	��
�P��������!���	 + �-���8	����
�[m8>�� . C LZg\���\	���!������
	G�=�P������	%:��� + ��
���
("����W5�P���-�J!�<�%:!���&����[("��������
�
	J�����F<�!7$��P&5<�!��J� + !����
(2*
��)	
Lhg\������<�!����7V �����~����67!����-����9b$�	��
	��#�P�����R(���� + ���5�����E	��
�������
<a!��~�8	���!������	G�E�������4��� ��!7$�6��4�����N��������������2W�!�<Z���� + !���,�	
L[g\���������*v�����-��	E	���!������
	G�F�P�����4����!�%����
9¯��	F	�!���("��&4���Dm8>?.^« C ���)9��~���P&
	������
��L
t ����&��������,�	�!7�5� ����&��
(7�
��!7�:��&1���#���)6�!����-����9}<�!����
!79���$�������6[���)�-*

�����-��	�	���!������
	G����������	��)�ª�A&��-���
�����&0���)���P���86�������� + �-���0�������-*
(�����$���&o��&�6����
!�	G�S����&{��!0���
67������("����W���)�	
L¯g\���Q����67!����-����9
����,"�
	5m8>�P. C ����9��7V + �������ª��	8�����49������)9H$�9�������& ���P�����-�|W�!�<
��	�$�%�	���#!�<������8<?���
�
	1���P���H�!�(7��H�����i("�������)��
	
V�����,7�
�/!�("��H�����

���)���P���J�
9H%:��&�& ����67	�!�<������N���)���P���J6��������^L
�N���
���/£��h�7§����-w7w��^� ���
	��
�2����&5���5!�������95���:	�����6����*v	�!7$�����~	���!�����*

�
	G�1�������/����67!����-����9�<�!��#$��P&��-���
������&A���)���P���#6���������	 + �-������!7� *
���6"������("�4��&�6�� + ��)6��2��	8���P��������d2$��-���
	5m8>?. C ����9������P&0	��P����7L
g\������^���
�
$ ��	��)(7�h����� ��!"�����1�����7& 	^��![%���6��
!���	G�����2��	 + �P���e���N��������*�����
�����
� ���
	��
�2��	�	�!79��D��&�& ������!��P���[����9��4�
!�	G��LBg\���D����67!����-����9
����	�!M$�	��
	J	��
����������!���	
Vf%�$��[�����W������H��!��J����d2$��-����&4��!�����(7�#	����
�
m8> � . C LZg\����W�& ��( �)& �\������6��������8���2��!E���
6���!7��	=����m8>?��!76��f. C ���
(2*�
��	=	�$��������P���h�������)! + �
	G�i���
(7�
�����
6���!7��	h�
!7��	���	G�i!�<e�F	��)��67���J��&�6��7Lg\���N��]��
���
����W4!�<Y�����1����6�!����-����9¯��	E& $��E��!H�����~<?����[���P���J����z��T
!7�:����������!7��	i�������:���<�!���9���&H$�	��)��6~	�95��������=������!������XWHd�$��
$��	
LYg\���
����6�!����-����9 ����!2!�	��
	1�M���
6���!7�^Ve�:���<�!���9 �R��$�9�%:��F!�<h���
�)��TA!7� *
��������)!���	[& �
�:�
�P& ����61!7�������F���
("�
�P!�<e�����J���
6���!7�^V����P&5��%����P& !7��	
���P�������
6��)!��^L=_n���
�)��T#!7�:����������!7�H95��W~$�	����J��!�&�� + ��!�	����z��%:�
����	��!��[�����~�
!������
��J	���!������
	G�J�P�����D&���	G�������
�~��!��������[��!�& �7Lhg\�������*
<�!����7V �E���
6��)!���95�
WH%:�[	��
���
������&���67�����^L=g\���W����)	�!1�
!�9���$ ���i�����
�����-*v�P������	J	���!������
	G�J�P������	[����m8>?.^« C ���)9��~���P&M	��P���
�7L
�iK|�z&�KG�
(5� 	�� 	�!��)(7�
	������\	�����67���*v�P�����Z	���!������
	G�Z�������#����!�%����
9�$�	G*

����6H�#	�$�%'&���(���	��)!�� + ��!7	��~��! + �	G�[�)�("�
�P���
6��)!���	\�!7�2�������R�#	�����6����
("�������TfLig\����	F��������!"���������
d�$��-���
	Em8>?. q�r s C ������*X� ��!2�
�
	�	�����68����9��
����&A	������
��L��iK|�)&�KG�(D�����
	��
�2��	N���/���)6�!����-����9 ��!4�
!�9���$����#!7���-W
�����N	���!������
	G�J��������& ��	G��������N%:�� + �
�
�S±1����&R²5���Dm8> � . C ���)9���L
g\���R����6�!����-����9·��!2�������
	8�����5("�������)��
	5±R���P&n²����0��! + �
	G�����
(7�
�
���
6��)!���	
VPO��P&��H���������
	G�E�!79�9�!7�4�����
�
	G��!���>?�N�\_ C ���67��!7�S���P&
�
!�9���$����	\�����~9�������9H$�9`& ��	G��������N�
!7��	��z& �������6������N("��������
�
	[���
�����E�N�\_}���
6���!7��	��
����������!���L

�7����64£��i�7§��[� ���'	�$�676��
	G����&R�#�������5(��)� + ��������!"�����5���P����	G��!����	
�����8&��-���
��1	�$��
�
�
	�	�!��H(7������TA����&A�����8�
!7	G�1!�<[�4	���!������
	G�1�������
<�!��N�������S	�!7$ ���
�*X&��	G���)��������!7�S�����-�~���A�8���
67��!7�fLNg\������<�!����7V'�����
�P�����/(���� + ����d2$��-���
	Hm8> ; « C 	��P���
��<�!��8�R���67��!7�0�����������)! + �
	G����
("�
�?V + ������� ; ��	E�����#��$�9�%:���E!�<i("�������)��
	~�����5	�����6��)�#���
67��!��^L
g\����WS$�	����5�P�����AO��P&�����64���)6�!����-����9��������1d2$�������
	~���
�
$ ��	��)(7�
�-W
�����N	���!������
	G�E�P�������
!7	G�J������!�$�6��D���������
("��)	J���������N���)������������W4!�<
����� + !���,�	
L=t�����	G��V��-�J&��������9��)���
	h�����~	����	����F���P&����N!�<Y%:!���&���
("��������
�	8�������
6���!7��	��!7�2������������6A�����4	�!7$ ���
�4(7������T�±4���P&n�����
&��	G���)��������!7�Q("������T�²PV:���
	��:�
�����("�
�-W2L#g\��������67!����-����9�$�	��
	~������*
�
!�9���$����
&k	���!������
	G����������	M%:�� + �
�
�B±A����&�� � � � � ����&�� �!�
����&�� � ���P&R²8��!HOP�P&������E67��!7%����e9������)9H$�9 �
!7	G�[<�!��[�����~�������
<�!���9�±H��!4²�%2WS	���������������6���9�!7��6������Z�P���-��	�>#"$��´%" � C !�<�%:!���&���("��������
�	
V + ��������" �'& � � ����&(" �)& � � L�g\���5����6�!����-����9�&�!2�	
��!��Y�
!�9���$����Z����� + ��!��)���������#&��	������%:��&H%2WN��& 67�
	Y���1�����h�)! + �
	G����
("�
�?L
U ���
,��P���R£��1�7§����-w����\<�!2�
$�	�!��n�P������( ��� + ��9������
9��
�2�������)!���	

<�!����E� + !�*v���
("�����������������2W2LZg\���W8� ��!7�:!�	���&��~�2W�% ���)&��P�����8(��)� +���P���~�
���
!�&��	E������&��-���
��E	�$��
�
�	�	�!��#����&A�!7	G�~<a!��1����W�	���!������	G�
�P�����1!7���-W~<z��!79����2�������!���("��������
�
	f��!J�����h%:!���&���e("��������
�
	����1�������
��! + �
	G�����
(7�
�\���
67��!��^L0g\���R���)6�����8�)�("�
�\��	�<a$����-Wn95��������)���)���
�
&fL
¶ ���)&o6���������	 + ����Q$�	���& ���{�
!79������T ���XW ���P����W 	���	��
!����
����������6
�����M	��P���
�R���
d�$��-����&/<�!��������M�P�����0(���� + 	
L�g\���M	��P���
�4	G��!�����6��
����d2$��-����&5<�!��F�����~�P�����4(���� + 	F��	Jm8>?. s%*,+ C L�i���������&.-E$4�-w��:	�!7��("�
	Z������	�����67���*v�P�����i	���!������
	G�i�������8� ��!7% *
���
9 ���j$��P& �-���
�����&����z���P����6���������	 + �-���°��!���*v���6"������("�n�
&�67�
+ ��)6��2��	
L g\���W0����,"�4�7&�(����2����67�4!�<E�����4���)���P�����-�XW0!�<~6��
���������
���)���P���=6���������	Y��!E�
!�9���$����h�����\9�������9H$�9B�)���6����8��9�!7��6E��������	
�P��	�	�����6H��� ��!7$�67�M�P���-��	�!�<e%:!���&���[("�������)��
	���	����5�����J�P�����MO��P& *
����6A����6�!����-����9 $�	���&/%2W/�7����6ª£��#�7§��n� ���cL/g\���W/$�	��4�D& �)(��)&���*
����& *v�
!��Pd2$���=	������
9��\��!N	��
�������5�~�P���-�h!�<f%:!���& ��h("��������
�
	=9�!����
�]���)������-W2L~_�	��)��67���8	���!������
	G�E�P�����S�
!�	G�N��	~�
!�9���$����
&4���S����9��
m8>�>10 � � 0$230 � � 0 C ��!�6:>10 � � 0$230 � � 0 C�C $�	�����6��54����76�£1¦£��������2L

3. ³98 ´,:{´,;Nµ HIERARCHICAL APPROACH_}��¢v£��G��������¢?����§^���"�P�����7���#��	\%P��	���&�!7�5�����[	�$�%'& �)(���	���!7�M!�<f�����
!�����6��)���������� + !���,A�)�2��!����
6���!7��	M>?	��
�Mt���6�L\w C LS_ ���
6���!7�n�
!������*



	��:!��P& 	1��!����
!7�����
����
&Q	�$�%�6��������/!�<������86��������/��������
	��
�2������6
�����~����� + !���,:L=_B���)6�����[���
(7�
�^���� + !���,��
!���	���	G��	[!7����WM!�<Y%:!���& ��
(7��������
�
	
Lh_��������2£��N¡�£����X£��1��	[�1("������T���������%:��)!���6�	\��!����[�)�
��	G�
� + !R&��-�'����
�2�F���
67��!7��	N���S�����H���� + !���,:L1U������
���5	���!������
	G�~�P�����
����	�	�����65������!�$�6��D9�!����N���P���D!7���1���
6��)!��S9�$�	G�J������)$�&��#%:!���& ��
(7��������
�
	
V������4��&�6��
	R!�<1�����)6�����M���� + !���,n���
�����	��
�2�R�:!�	�	���%����
�!7�����
�����!7��	F%:��� + ��
�4%:!���&���J("��������
�	J���M������	[���� + !���,:L

>c� C ��*X���
(7�
�~����� + !���,�����*
6��)!���	
L

>?% C w�*X���
(7�
�F���� + !���,n���*
67��!7��	
L

>?� C ��*v���
("�
�~���� + !���,k����*
6��)!���	
L

>c& C ��*X���
(7�
�F���� + !���,n���*
67��!7��	
L

���	��
�������������	���������������� "!��#%$&���(')���*���	�+!�,-$.�	#/�0 1�+
�2 �*3+� 2 ,54
g\���D��*v���
("��F���� + !���,0��	8������!����)6����P���F���� + !���,0��������
	��
�2����&

%2W ���{�
9�%:�
&�&�����6/!�<H���{$��P&��-���
������& ���)�������46��������76�>18=´:9 C!��o�����A���)�����7V + ������;8 ><9 C ��	4�����S	����!�<#("��������
�
	Q>?��&�6��
	 C���=6HL g\���Q��$�9H%:��5!�<#("�������)��
	R���=8 ��	R.ZL g\����	46��������o��	
	�$�%'&���(��)&���&����2��!�3R	�95��������#�
!7�����
����
&Q���
67��!���	��!������
	��:!��P&�����6
��!�	�$�%�6���������	 ³ 6?>> ´:6 q> ´A@A@A@
´B6?CAD q> µ[	�$����R���P���J�����	��#	�$�%�6���������	
�!�(7��[�����~!����)6����P���^���� + !���,A>18}@E8F>>HG 8 q>IGKJAJLJ�G 8 CAD q> V�9}@9 >> G 9 q> GMJLJ/J�G 9FCAD q> C ���P&/�������0��& 67�M%:�
��!7��6�	H��!S!7���-Wn!7���
	�$�%�6��������fL
�=��������*v�)�("�
�'	�$�%�6��������R����	 ; ("��������
�
	[���P&5<�!���9`�H	�$��-����%����

	�$�%'&���(���	��)!���!�<Y�����N6��������N6 + ������1%:!7$���&������)�	J!�<Y���������!������*
	��:!��P& �)��6~���
67��!��M����	i�~	��)��F!�<em8>�� ;DC ("��������
�
	
L=U�$����8	�$��-����%����
	�$�%'&���(���	��)!��D��	F!�%�����������&����Sm8>?.~��!76i. C ����9��N$�	�����65��<z����679����*
��������!7�R����67!���������9 � ¬��cL ¶ !2!�& ��������� O��f����!��:!7	���&M���R����6�!����-����9 ��!
O��P&0�S	��
�P��������!���&��
�
!�9��:!7	��-����!7�ª����&��S	�$��-����%�����	�$�%'& ��( ��	���!7�
���Rm8>?. C ����9��7L=g\���F	�$�%'&���(���	���!7�M�)�2��!1	�$�%�6���������	\&��
����
��	��
	\�����
	����
�H!�<h�P�����A(���� + 	
V:��������
%2W4����& $��
����65�����H	������
�H����&D95�����2���*
�������
�H�!7	G��	
LFg\���1%:�
	G�E�
!7	G�E�)	E���������
("�
& + ���
�������#	�$�%�6���������	
����("����������!�T ��95�����
�-WN�����i	���9�����$�9H%:���!�<:("��������
�
	
LYg\������<a!����7V
+ �F���<�!����
�[�����[67�
�����������!��M!�<^�~����67����i���
(7�
����!N%:�[�
!7��	G�����������
&
���ª	�$����k� + �
W0���P���8�������ª���
6���!7� + �����F����("����%:!7$��������4	���9��
��$�9�%:���!�<Y("��������
�	
L
t�!��Ju��ª� V������Nu�*v���
("��f���� + !���,5��	�67�
����������
&R<a��!�9`������>cuQP

w C *v�)�("�
�~���� + !���,:L _�("������TSRª��	R�)� �����Au�*v���
("�
�E���� + !���,ª�-<
�-�1%:�
��!���67	N��!M� + !4&��-�'����
�2��>cu.Pow C *v���
("������
67��!7��	
L��E!��������P���
�����4u2*v���
("�
������ + !���,/����	8!����-Wn%:!���& ���("�������)��
	
L0g\�������4��	����
�
&�67���!7�����
�������6M� + !Du�*v���
("��=(7��������
�
	1���Q�����8u�*v���
("�
�Z���� + !���,�-<Y��������~��	E�H�P�����R�
!7�����
�����)��6������9b�)�R�����~	���9���>cu&Pªw C *v�)�("�
�

���
6��)!��^Lhg\���~u�*v���
("�
�:���� + !���,5��	�	�$�%'& �)(��)&��
&5���2��!��!7�����
�����&Mu2*
���
("�
�P���67��!7��	\�
!7�2�����)������6#IE��&�K����
�
�2�N>cuTPAw C *v���
("������
67��!���	�	�$�������P���5��������>cuHPpw C *v�)�("�
�[���
67��!7�k%:�
��!7��6�	M��!Q!7����Wª!7���Du2*X���
(7�
�
���
6��)!��n>?	��
�1t���6�L:� C L_`��������������2W�!�<J���� + !���, 	#<�!����D���� + !���,����
�����	��
�2����&/%2W/�
6��������K6���	[���
�����
	�������
&4%2W4�H	���U6 > !�<Z3�	�$�%�6���������	 ³ 6?>> ´B6 q> ´@A@A@´B6 C/D q> µ�LZg\���
	��F	�$�%�6���������	i�
!������
	��:!7��&8��!~���
67��!7��	i���P��� + �����%:�49�����67��&0������!A����6�����5���
("��\���
67��!7��	5�
!7�2���������)��6�I5���
67��!���	 q Lg\����	 + ��W2V\�����[���
67��!7��	5�)�k�Q�����������
$��)���5�)�("�
�[�P��("�4��%:!7$ �������
	���9��n��$�9�%:��D!�<�("��������
�	
L·�=������	�$�%�6�����������	A&��
��!�����&}%�W6?V xUW 8FVx ´:9QVx�X V + ������4uQ�)	#�����5��������������������������
("�������&ZYE���
������*
	��
�2��	��D���
67��!��^L�g\���R	����!�<E	�$�%�6���������	����
�����	��
�2���)��6D���
67��!7��	
<�!�����u2*v���
("�
�h�)	H&����!����
&�%2W[6 x LSg\����	���H!�<J%:!���&���#("��������
�	
���S�8	�$�%�6��������K6 V x ��	F���
� ���
	��
�2����&4%2W�� Vx ���P& � x &��
��!����
	[�����
%:!���& ��J("������TM	����<a!��J�����Nu2*v���
("�
�?L

010
011 070

071

120
121

130

160

230

231 340

341

450

451

560

561

670

671

000

001
002

003

110

111

220

221

222

223

330

331

440

441

442

550

551

552

660

661

770
771

772

0

1

2

3

4

5

6

7

>c� C ��*X���
(7�
�^���� + !���,:L

070

071

120

130

231

341

450

451

561

671

010

011

121

160

230

340

560

670

01

23

45

67

>?% C w�*v�)�("�
�f���� + !���,:L

���	�+
���]\��_^Q$F� 2 ��3+� 2 ,S�� `�]���	���������(�a�b�� ;!c�*#%$F����'c,54dT���(�=���*���	�+!e�f,I,/
������
�!�g�*gih��Eg��,/�c�jg 2 �f!�*,I��!�gi#/�c�hk����g���l3+����#/�f�(�j,&�����K����m����*,A�*!�#L�jg)hc�[n 2	2 �*go�p�	��� 2 �*,54
qQ8 Vx ��	F�����#�P�����D(��)� + <�!��~�����#%:!���& ��~(7��������
�
	E���r6 V x LEg\����P������(���� + <�!��#������%:!���& ��1("��������
�
	1�
!��2��������	N�������)� <�!���95������!7�

����d2$��-����&#��!E����������
("�[�~	���!������
	G�h�P������!7���-W�%:�� + �
��5���2W#�P���-�h!�<
%:!���& ��\(7��������
�
	i���M�1u�*v���
("������
6��)!��lY�L=g\���J<a$��������)!��sqQ8 Vx >ute´�R C�����$ ����	Y������� ����&��
��
	�	�!��h!�<'("�������TFR#���������\	���!������
	G�h�P�����H<a��!79
("�������Trt^L-v V x �)	N�����8	���1!�<[�
&�67�	N�)����, ����6D�����=�P���-��	1!�<[%:!���&���
("��������
�	#�������H�����5�
!�����������&�%2W����P�������)�Q������	�$�%�6��������M6 V x����&Hv x &��
��!����
	[�����
	��N	�����	J<a!��E�����1u�*v���
("��cL\�h�����4��&�6��M>ut^´�R C V���Hv V x ���
� ���
	��
�2��	[�H	���!������
	G�[�������M<a��!79wt4��!xR����I6 V x LZyX<^����������	5����!��������5��&�6���>ute´:R Cfy ���ov x Vh�����
� + ��K|$�	G��,7�
�
�0�����4�
&�67�
+ �-����9�������9�$�9 �!7	G��L
y|�H!���& ��Z��!N�������-W �
���:���<�!���95�����
����	�	�$��
	Z<�!��h�����\����������������)�
���

��������!7�����^V����
!79������T ���XWM9�����	�$ ���E<�!��E�H	���J!�<Z%:!���& ��[("��������
�	
�����Mu2*X���
(7�
�Y���� + !���,D�)	~���
d�$��-����&fL1_°�
�)��	�	N!�<\6���������	~	�������	GO��
	
���;ze>?. C 	��
����������!��N�����!����
9�V'�-<=��������#�T ��	G��	N�M	����N!�<im8>1ze>?. C�C("��������
�	 + ��!7	��8���9�!�(����Z& ��( �)& �
	1�R6��������A<a��!�9���������z��	�	H���2��!
� + !R��������	 + �-���A���~9�!7	G�?{e.n("��������
�
	F�������A<a!��N	�!�9��H�!7��	G�����2�
w�|��I}i{E~ w�LH^������!������P&Ag����?KG���k�-w����=<�!7$��P&S�R	����N!�<i��!�&��	
!�<f	����
�Fm8>�� . C + ��!7	��[���
9�!�(7���P&���(��)&��
	h�N���)�������h6��������5������!~����*
67��!���	 + �-���S	����
�#�)�	�	F���P��� «

+
.YLEg\������<a!����7V'�����N��z��	�	~!�<=���z���P���

6���������	8��	'� .:*v	��
�P������%����7L�_J� ; *X&���(���	���!7��!�<E�A���z���P���86��������
+ �-���4.S("��������
�	J��	[�H&���(��)	���!���������!�m8>?.c| ;DC ���67��!7��	
VP�������R�
!7� *
���������)��6#���h9�!7	G� ; ("��������
�
	=�����
��$�&�����61m8>�� ;4C %:!���&���h("��������
�	� ¬��cLJU�$������H���
�$���	���("�1	��
�P��������!��~& �
�
!79��:!�	��-���)!��D�����D%:�~<a!7$��P&

q ������	�	�$�9�� + �-����!7$ �~��!7	�	N!�<i6��
�����������-�|W��������~3���	N���:! + ���N!�<I�V'�?L �7L�Vf38@pIA��V + ������x�A��	J�����#����67���
	G�~���
("������S�����H��������������2W
!�<Z���� + !���,�	
L



����m8>?. C ����9��M� O��cL�g\������$�9H%:��~!�<\%:!���& ��N("�������)��
	N��������WAu2*
���
(7�
�^�!79��
	�<a��!�9`����� ; *|& ��( ��	���!7�R!�<=�����)���P���J6��������^L
��������� w�L	��¢a¥:��£A�a��£Q¥�¨ 6���£���� 4A¡�£����?¢c��£�¦/£ 6���£:�5�2£��ª¢�¥p�

u'®v§)£�¡�£§���£ � ¢c��¥/��������£�¦v� ��¥+��¢�¥ � �v�M¦�¨j� � �������N6 V x ¢�¦Jm8>?I x ;DC�
 �a��£
¥�¨ 6.��£��F� 4T����� �2£��J¡�£����?¢c��£�¦�0 � x 0�¢�¦Zm� � I x ;���
 ¤���£���£ ; ¢a¦\�a��£
¥�¨ 6.��£��H� 4~¡�£����?¢c��£�¦N¢�¥A�#��®v§)£�¡�£§^¦�¨j� � ����� ���
�?���a�� :4EU �
�8� ¬2V+O Vfw����cL �
©E���
�5��	���#!�<[%:!���&���H("��������
�	#���0��u2*v���
("�
�h���� + !���,A�P��	#�

�!79������T �-�|W89�����	�$ ���7V + �F�����M�
	G����95�����J�����J	��)��E!�<��#	�$�%�6��������
���A�5����67����N���
("�
�?L~_F���$������-W2V + �#!7%��������Q�
!�9������T �-�|W49�����	�$ ���
	
<a!��=	����	Y!�<P("��������
�	 8 x ���P&H�
&�67�	k9 x �����Fu�*v���
("�
��	�$�%�6��������x6?V x LyX�8!���& ��Z��!~����!�("�h�����
	����
!�9������T �-�|W#%:!7$��P& 	
V + ���)�2����!�& $��
�\�����¦�¨j� � ����� �D�5�����"��£�¥:���J�
!����
�����LZg + !#	�$�%�6���������	\�����E��&�K����
�
�2�i��!�
������!�������1�-<i�����8����������	��
�����!7�Q%:�� + �
�
�Q�����H���
	��:������("�8	���1!�<
(7��������
�
	[��	F��!��[�
9�� �|W2L
���������`�2L�� 4Nu �°� 
 �a��£�¥�¨ 6.��£��M� 4�¡�£����?¢c��£�¦'0 8 x 0Z¢�¥0�5uf®

§)£�¡�£§^¦�¨j� � �������N6 V x ¢�¦Jm � � I x�� q ; � ��¥+�R�a��£H¥�¨ 6.��£���� 4�£�� � £�¦
0 9 x 0^¢a¦�m W I x ; X �
�?���a�� :4[g\���i("��������
�
	Z���.6?V x �
!������
	��:!��P&H��!J�����\%:!���&���Z(7��������
�
	!�<:I\	�$�%�6���������	Y�)�#�����~>cukP5w C *v���
("�
�?L��F�
���
��V 0 8 x 0���	=mk>�I 0 � x D q 0 C���
�
!���&�����6���!�^�
9�95�/w�V[����&�0 8 x 0i@ m� � I x�� q ;�� LkyX�������
+ !���	G�H����	���V�������	�$�%�6���������	N�)�Q������>cu-Pow C *v���
("�
�h������	G����!���67�-W
�!7�����
�����&ª����&fVh�
!7��	���d2$��
�2���-W2Vh�����4��$�9H%:��H!�<N��& 67�
	)0 9 x 0���	m W I 0 � x D q 0 « X @
m W I x ; X L �
g\������! + �
	G�8���
(7�
�h!�<����������)������������WQ��	1�
!79��:!�	���&�%2WA���)�������

	�$�%�6���������	
L��E�
���
�7VY�R	��)��67���*v	�!7$ ���
�5	���!������
	G�#�P����������67!����-����9
���
d�$��-���
	Jm8> ; ��!�6 ;DC ����9��F�)�R�����~��! + �
	G�J���
("��cLh_B����67����[���
("�
�
>cu'�k� C 	�$�%�6��������.6?V x �)�#�����iu�*v���
("�
����	Z��!��Z���)�������=����&H�
!���	���	G��	
!�<�������$�����!7�/!�<[I8�
���)d2$��
	1�
!������
	��:!7��&�����6���!DI����67��!7��	H���������
>cu�P�w C *v���
("�
�?LFg\�������<�!����7V'�~� KG,�	G������� 	~	���!������
	G�E�P�����D����67!����-����9
�:����<�!���95�����
�N��	J&��-�'�������J�����H����67����J�)�("�
�?L
��������� ��L��H£! Z¥�¢�¥ � I/@ � 
 �~¢ �#"�¦��?���%$ ¦S�7§ � ����¢��a� 6l¦c��£�¥+��¦

�?¢ 65£Fm8>?I x ;DC ¢�¥A�1u'®X§)£�¡�£§f¦�¨j� � �������I6?V x ¤���£�¥Ru'�ª� �
�?���a�� :4[�~� KG,�	G������� 	�����67!����-����9 ����d2$��-���
	imª>10 8 x 0X�)!�6 0 8 x 0 2 0 9 x 0 C����9��7L U��)���
�{��!76 0 8 x 0n@ m8>'& 0 8 x 0 C V������
� 0 8 x 0|��!76 0 8 x 0n@
m� 0 8 x 0(& 0 8 x 0 � L ��� ����!�("� ���P��� 0 8 x 0)& 0 8 x 0 @
m8>10 9 x 0 C VY	������
�MI 0 � x D q 0 & I 0 � x D q 0 ~ I 0 � x D q 0 «�LSg\���)	H������d2$P��*
����!��}��	D��d2$���(������
�2�4��!*& I 0 � x D q 0x~ 0 � x D q 0 L U�d2$P�����)��6����P&
	���9����)�-<zW�����6R������	N�T � ���
	�	���!7�^V + ���P��("�#I-~ 0 � x D q 0 L�^�9�95�4w
	G�������
	4�������/0 � x D q 0F@ m8> � I x D q ;DC VF�
!���	���d2$�������-W2V + �Q����(7�
IR@¯m8> � I x D q ;DC L 0 � x D q 0e����	#�����5������	G��(7���)$�� + ���
�0u0@�w7V
�����
�AI�@ m8> � ;�C L�g\�������<�!����7VY�~� KG,�	G�����+� 	#���)6�!����-����9����
d�$��-���
	
m8>10 9 x 0 C @{m8>?I x ;DC ����9��~���D�H����67����J�)�("�
�?L �

3.1 Hierarchical Optimal Path FindingyX�8!���& ��=��!EOP��&8�~	���!������
	G�i�������fV"!7$ �i����������������������:��������!"�����
	G��������	4<a��!�9 �����A	�!7$ ���
��(7������T ���o�����Q��*v���
("��N���� + !���,p>?	��
�
t���6 Lf� C LN�Z("���W4���)9��N�����H	����������S�
!�9���������
�-W����
�������
	J�����#%:!���*
& ��h!�<f�Nu2*X���
(7�
�����
6���!7�^V7�����[	�������������	h� ��!79�!�����&#��!~�����N>cu 2Sw C *���
(7�
�[	G������������6�<z��!79 ������("��������
�	��)��������	8%:!���&����LoU �����
�R������	
� ��!2�
��& $����5�����������
	#�����5����6����
	G���)�("�
�?V=�
("���WQ���)9��������M	��
�������

�
!�9���������
�-WM�����������
	������N%:!���&����F!�<=�4>cu 2 w C *v���
("�
�'���
67��!��D�
!7� *
���������)��6������5& �
	G�����P������!��/("������T'V^�����
�������8	����������n��	H&��
9�!�����&
��!������Nu�*v���
("��^	G���������)��6�<a��!�9b�����
	��N%:!���&���[("�������)��
	
L
yX<i��������������������2WQ!�<����� + !���,�	#�P��	F� 2}w5���
("��)	
Ve������	����������

����!2���&�$ ���Q�T �
�$����
	4��6��
����������)���&B	���!������
	G���P�����{����67!����-����9
�(� 2{w�����9��
	N����!���&���N��!MOP�P&D�����H	�$�%��P������	N�����������Q�)�("�
�Z!�<
�����5���)������������W2LAg\���R6��
�������������
��&�����67!���������9 ��	H	��)9����)���H��!S�~�-*
KG,�	G�����+� 	1����67!����-����9 %�$ �N���)��! + 	N�����-���)�������
����64�����H� ����!����-�|WSd2$��
$��
���P���=,"�
�
��	h$�� (���	��-����&�("�������)��
	 + ������9�!����\���P���8!7���J	�!�$����
�[("����*
���T#���P&1�)���-���z�����!7	G��	Y6����
������Z���P������LZg\���h67�
������������
��&H	���!������	G�
�P�����S����67!����-����9 �
!79���$����
	[�����N	���!������
	G�E�P������<z��!79 �8	���-,0!�<
	�!7$ ���
�J("��������
�
	Z��!#�����P("��������
�	h���5�N	�$�%�6���������$�	�����6N!����-W8�
&�67�	
���4������	�	�$�%�6��������fL
g\���Z���)��������������������.0/21�304650798;:N����67!����-����9}%:�
��! + �����������
	e	���!�����*

�
	G�[�������5�����
�~�)�
W2���	 q=< �x >�<�!��F� ��!79�!����)!�� C ���P&lq=< Dx >�<a!��J&���*
9�!�����!�� C �����������Du2*v���
("�
�f!�<������~��������������2W ³ 6 > ´%6 q ´A@L@/@
´%6 � µ\!�<����� + !���,�	
V + ������s6 x ���
�����
	������	#�����
("�� ³ 6 > x ´%6 qx ´A@/@L@
´%6 C?>5D qx µ
���������4���)������������W2Ln���4& �OP���4�0¦G�������X£�¦��F� ���a���?��£�£8��	5�S�����
�
+ ��!�	��D$����zd2$��4	���9��������������0<a��!79·��!2!�����!n���2W0("�������Tn���
������*
	��
�2��	#�4	���!������
	G�H�P�����fLR_ §��9�"£��N!�<���	���!������	G�H����������������)	#�
	�$�%�	���\!�<��1	���!������
	G���������������
�J�
!7�2����������&��)�R�N�P�������)�$��)�������
(7�
�
!�<=�����1���)������������W�!�<h���� + !���,�	
LEg\���#	���!������
	G�N�P�����������
�#�z�
W2����	
�����F�
!79���$�����&����5!���& ��\��!1OP�P&8�����E����������������������'	���!������
	G���������
<a��!�9b�H	�!�$����
�N(7������TM±F��!���&��	G���)��������!7�R("������T5²H������!7$�67��!7$��
�����Y���
("��)	E!�<Z�����#��������������2W2LEg\���H����67!���������9 $�	��
	~�5	���-,0���P���
���
� ���
	��
�2��	h	�!�$����
�J("��������
�	=<a!����~�)�
W2��h���5�Nu�*v���
("��cV + ������[�������("�������TR���@,0��	J��	�	�!2�
�)������& + ���������
!7	G��L
� 2 �������	#/�BAC.D/E1�30465D768;::> ³ 6 > ´%6 q ´A@A@L@
´B6 � µ�´�±7´�² Cw7L�,GF >v±7´G� C

��L  ���HuHF��x#A�K��Pªw"g�
>c� C ±
3 �x FJI0K�L;798�M+46N0M;OD/9K61:>�±7´%6 x C
>?% C q=< �x FCP�Q65:>R,�´%6 � C#S>x C
>?� C ,TFVU
>c& C  ���xt & � � C S>x g�

�?LW,GFX, G >ut^´�Y�/;Z680761�L6M�><q=< �x ´:t C�C
� L q=<FD� F[P+Q65 W ,Y´:6?>� X
	�L  ���HuHF �.P�w"#A�S�xg�

>c� C ±
3 Dx FCIDK�L9798�M�46N�M;OD/;K61P>|²P´:6 x C
>?% C ,TFVU
>?� C  ���xt & � � C�\>x gc�

�?LW,GFX, G >ut^´�Y�/;Z680761�L6M�><q=<QDx�� q ´�t C�C
>c& C q=< Dx FCP�Q65:>R,�´B6 � C�\>x C

y|���-���z������W2V������i	���],4���
�����
	������	e!7���-W1�����i	�!7$�����\("������TH± + �-����
!�	G�5�n>?	G���
�ow C L0t�!��8�������ªu2*X���
(7�
�\%�$ �H�����R����67���	G��!7���4���P&
	G������������6J���~�����=��! + �	G�����
("�
��>?	G���
�#� C V������h����67!����-����9p��!2�������	Z±=���
�8	�$�%�6��������K6 � C S>x $�	�����6������^IDK�L;798+M�46N0M;O0/;K61�� ��!2�
��& $����5>?	G���
�
��L � C ���P&��
!�9���$ ���
	h�����E	���!������
	G���������������
�E�)�
W2�� q=< �x <a��!79_,
���8������	=	�$�%�6���������$�	�����6~�����J6��
�������������
��&5	��)��67���*v	�!7$ ���
�J	���!������	G�
�P�����S����67!����-����9�>`P�Q65 C >?	G���
�A��L % C LJg\���1���T��F	���^,n���
�����	��
�2��	
�����1	���F!�<=%:!���&���F("��������
�
	5� � C�S>x + �-���������N���
	��:�
�����)(7�H�
!�	G��	E���q=< �x >?	G���
��	5��L �D���P&ª��L & C Lªg\���M<�$��������!7�aY�/+Z280761�L9M�������$�����	
�����~&���	G�������
�E<a��!�9`�����~	�!�$����
�N(7������TR±E��!H�����~("������T-t4�)�M�����
	���!������
	G�H�P�����A�����
�-q=<1LMg\���
�fV�������	���!������	G���������Q��������z�
W2���



>c� C ��*v���
("��^	����������fL >?% C w*v���
("�
�f	����������^L

>?� C ��*v�)�("�
�f	����������^L >c& C ��*v���
("�
�f	����������^L

>?� C 	�*v�)�("�
�f	����������^L >�< C ��*v���
("��^	����������fL

>?6 C ��*v���
("��^	����������fL >?� C w*v���
("�
�f	����������^L

>?� C ��*X���
(7�
�^	��
�������^L

���	��
�������.^F��r,/�����#A�*,A#sm���#/�=,A���������o#/����+
�+�=�M���	������j���(���	�5� 2 !��#%$&����' 4

q=< D� <�!��~�����H����67���
	G�N���
("�
�Y��	~�!79���$ ����&/>?	G���
�Q� C LN�F!����#���P��������J����6����
	G�i�)�("�
�:�P��	^K|$�	G�\!����J	���!������
	G���P�����������
�F�)�
W2���L=_[<a����
���P����V"<�!��\�������5u2*v���
("�
��%�$��Z�����J����67���	G�i!����J����&8	G������������61���8�����
	��
�
!��P&n����6����
	G�H���
("�
�~>?	G���� 	 C VY�����M���)6�!����-����9���!2�������	8²Q���0�
	�$�%�6��������I6 � C \>x >?	G���
�'	�L � C V������E	����,���	�$��'&�������&8��!#���
�����
	�����
�����J%:!���& ��h("��������
�
	 � � C�\>x + �-�������������
	��:�
�����("�F�
!7	G��	h���lq=< Dx�� q>?	G���
��	�	 L % ���P& 	�L � C L°t����P������W2V������D	���!������
	G�4�������k������D�z�
W2���
q=< Dx <z��!79 ,n���K6 � C�\>x ��	[<�!7$��P&A>?	G���
� 	�L & C L
��� ���
	 ��� w7L��^��£ �7§ � ����¢��a� 6 .D/E1�30465D768;: ���76F�P¨��X£�¦ �a��£

¦G�������X£�¦��=� ���a�r��¢�¦��v��¥P��£ 4����76¯�a��£H¦���¨��G��£H¡�£����X£���±M�v�5�a��£x�2£�¦��?¢?®
¥:���?¢c��¥S¡�£����X£���²S¢�¥l6��
�?���a�� %4\y|���-���)�����-W2V2�����[	����,Q�
!���	���	G��	i!����-W�!�<'�����J	�!�$����
�J("�������T
±N����&M�����E����67!����-����9 P�Q655�
!�9���$ ���
	i�����E	���!������	G�[�P�����M<a��!�9 ±
��!N���)��%:!���& ��Z("��������
�
	Z���������\	�$�%�6��������.6 � C S> ���P���=�
!������
	��:!��P& 	
��!8�����~���67��!7�D�
!��2������������6R±N���4�����N��! + �
	G�E���
("�
�?L[_J���$P���)�-W2V �����	���!������
	G�1�P������	1�����89�������9�$�9 !����-WQ��9�!���65����!7	����P������	N�
!798*
����������WM�
!��2����������&R�)�H6 � C#S> L��E! + �
(7���VP�#	���!������
	G�J�P�����M<a��!�9 ±
��!D����WQ%:!���& ��#("������TA���M6 � C#S> 95�
WQ��!��#%:���
!�9���������
�-WQ�
!7� *
����������&4������	�����67���1�)! + �
	G�E���
(7�
�f���67��!7�fL
g\���N	���!������
	G�J�������R<z��!79 ±~��!8����WM%:!���&���J("�������Tlt4�)�N6 � C#S�q95�
WD�����
��$�&���	�!�9���!�������N%:!���&���~("��������
�
	
L�^��?R�%:�H�����HO���	G�

%:!���& ��F("������T5<a��!�9�±~��!.tD����������	[	���!������
	G�~�������^L]�E����
�7V������
	�$�%��P������<a��!�9]R1��!"t5�)	i�~	���!������
	G�\	�$�%��P�����8�
!�9��:!7	���&�%2WH	�$�% *
�P������	 + ��!7	��N	�!7$ ���
�N���P&4& �
	G�����P�����)!���("��������
�	[�����~%:!���&���[("����*
�����
�
	
L=g\���
	���	�$�%��P������	Z�����i��������
	��
�2����&H�)��6 � C#S�q %�W1�
&�67�	 + �-���������	���9����
!�	G��LMg\������<a!����7VY�����8	���!������
	G�#�P������	~<a��!�9 ±8��!������
%:!���& ��h("��������
�
	Z���s6 � C#S�q ���P&��!79�����������WH�
!�������������&����s6 � C#S�q ��	
�
!�9���$����
&8%�W������F����67!���������9_P�Q25�%2W8�����-���)�������
����6 ,Q��!#�����F%:!���*
&����F(7��������
�
	[!�< 6 � C#S> + �-���4�����N	���!������
	G�F�P�����4�
!�	G��	F�
!�9���$ ����&
�����( ��!�$�	��-W2L[g\���1	���9��#	G����D�)��&�$������("�
�-WM	���! + 	F�������J�����#����67!�*���-����9 .D/21�30425D798;:5�
!�9���$ ���
	i�����J	���!������
	G�[�P�����R�!7	G�\<z��!79¯±F��!
������%:!���&����Z("��������
�
	Z���������i����67���
	G�=�)�("�
�?LZ_F������!76�!7$�	���W2V"����!��������
���P& $������!7�H����!�(��)&��
	e�������Y�����\����6�!����-����9°�
!�9���$����	e�����h	���!������	G�
�P�����5�
!7	G��	\��!#%:!���& ��\("�������)��
	i��! + ����&�	\�����F&��	G���)��������!7�M("�������T
²PLYt����������-W2V7�[�)��	G�Z	G���
�1���1�����=�)! + �
	G�Y���
("�
�?V��
!79���$����
	f�����=	���!�����*
�
	G�J�P�����4�
!�	G�[<a��!79 ±E��!8²PL �

g\���S6��
����������)���&B	���!������
	G�R�P�����{����67!����-����9 &�!79����������
	5�����
����9��E����d2$��-���
9������	h<�!��J�����~����67!���������9 .D/21�30425D798;:PL
��� ���
	 ��� ��L��^��£ �7§ � ����¢��a� 6 .D/21+30465D7989: ¦v��£�¥���¦l�?¢ 65£

m8> ; ��!76 ; 2/. C �
�?���a�� %4kg\���M����!2���&�$ ����IDK+L;798�M�42N0M;OD/;K21nOP�P& 	��S	����!�<J	�$�% *
6���������	e���~�����Zu2*v�)�("�
�7�������^95��WJ�
!��2�������N�����Y	�!7$ ���
����&��
	G�����P������!7�
("�������TfL4U��)���
�8�����	���	�$�%�6���������	N���
�����	��
�2�H�!7�����
�����&A���
67��!7��	
�
9H%:��&�& ��&����{�����)������VJ������	M	����4����	Mm8>Gw C 	�$�%�6���������	
Lp�Z��!�*
(��)&���&R�������[�����N(7��������
�
	J!�<=��	�$�%�6��������D�����1	�!�������&'V'�7&�&��-����!7�P���
	����������5����,"�	�m8>?��!76 0 8 x 0 C ���)9��[��!1�)&��
�2���-<aW������J���
6���!7�M�)�5�����Fu2*
���
("�
� + ������F�����F	�!�$����
����&��	G���)��������!7�4("������T���	\��!2��������&fL �F�
���
��V
�����E����!2�
��& $����=I0K�L;798�M+46N0M;OD/9K61�	��:�
��&�	[m8>?3 x 2/��!7650 8 x 0 C ���)9���L
g\���J����!2���&�$ ���=P�Q25�	��:�
��&�	=���)9��Jm8>10 8 x 0|��!�6 0 8 x 0�2 0 9 x 0 C V�	������
�%P��	����������-W/�-�#�P��	1�����8	���9��8����9��8�!79������T �-�|WA��	1�~� KG,�	G������� 	H���-*
67!����-����9�L=_F��
!���& �)��6���!8f�
9�95�#� V �����~� ��!2�
��&�$ ���^P�Q655	��:��P&�	
����9��1m8>?I/� ;DC @}m8>?3 ;DC @Bm8>?. C ���4�����F��*v�)�("�
�?L[g\���1��!2!7��	E���
�����M���)6�!����-����9 �T �
�
$ ���8�����5����!2�
�
&�$����	 IDK�L9798�M�46N�M;OD/;K61�V�P�Q65
����&ª$��'&������	8������	�!�$����
�D	����, + �-���k������%:!���& ��5("��������
�
	5���



� � C��>x L-�F�
����7V'�������A��������������!7�Q	��:�
�P& 	F����9���m8>?3 x 2���!7650 8 x 0 20 8 x 0X�)!�6 0 8 x 0�2 0 9 x 0�2 0 � x 0 C LYyX<Pu8@o� V������h�)!2!��8�-�����������!��8	��:�
�P& 	
m8>?3 2 ; ��!�6 ;DC ����9��7V�!������� + ��	��7V����e	��:�
�P& 	em W 3 x 2nI
x ; X ����9��7L
g\������<a!����7VP�����N����6�!����-����9 .D/21+30465D7989:4	��:�
��&�	\��!������^����9��

m
�
>?3 2 ; ��!�6 ;DC 2

� D q�
x�� q � 3 x 2nI x ; � 2/.��kL

g\����	n�)	n�
d�$���(7���)����Q��!pm � ; ��!�6 ; 2n. 2	��
 CAD q��� D q 2
 CAD � ���� D q � L
g\������<a!����7V������~����67!����-����9 .D/21�30425D798;:M	��:�
��&�	�m8> ; ��!76 ; 2�. C����9��7L �
g\���R	�$�%�6��������/<a!��H�����5����67���
	G�8���
(7�
�i����d2$��-���
	�m8>?. C 	��P���
�7Lg\����	E��	F�����#������$��[<a!��E�����1����!2�
��& $���� P�Q65R���������1����6����
	G�F���
("�
�

���P&Q&�!79����������
	~�����8	��P���
�8����d2$��-���
9��
�2�N�!7������������6R���������)6�!�*
���-����9 .D/21�30425D798;:PL
� � � �
	 �D� ��L��^��£ �7§ � ����¢��a�!6 .D/E1�30465D768;: ��£%�¨�¢���£�¦}m8>?. C¦c� �"��£ �

�?���a�� :4Hg\���#����!2�
��& $����^IDK�L9798�M�46N�M;OD/;K61S$�	��
	F�����1("������TR	����	8 x !�<�m8>Gw C ���
67��!7��	D���{������u2*v���
("�
�?L �F�
���
��VE�����A����!2���&�$ ���I0K�L;798�M+46N0M;OD/9K61 ���
d�$��-���
	 m8>10 8 x 0 C 	��P���
�7L g\����	 + �
W2VI0K�L;798�M+46N0M;OD/9K614����d2$������	[m8> ;DC 	��P���
�N���4�����E�)! + �
	G�J�)�("�
�^���P&
m8> � I x�� q ;DC 	������
�4!�������� + �)	���L g\��������!2�
�
&�$���� P�Q65/���
d�$��-���
	
m8>10 8 x 0�2 0 9 x 0 C 	��P���
�7L=g\�������<�!����7V P+Q65H���
d�$��-���
	\m8> ;�C 	��P���
�J�)���������! + �
	G�1���
(7�
�Z����&Qm8>?I x ;DC 	��P����8!������� + ��	��7L8g\����� ���)!����-�|W
d2$��
$�� ,°	G��!����
	M67�
��������E	�!7$�����A(7��������
�
	����P���������A!����-Wª%:!���*
& ��~(7��������
�
	
L��E�
���
�7V%,�����d2$������	~m8>10 � x 0 C @�m8> � I x ;4C 	��P���
�7Lg\������<a!����7VZ�����8����67!���������9����
d�$��-���
	#m8> ;DC 	��P���
��<�!��1�������)! + *�	G�[�)�("�
�?VPm8>?I x ;DC 	��P����~<�!��������Nu2*X���
(7�
� + ���
�R�x~ªul~��^V����P&
m8>?3 ;DC 	������
�h<�!��Z����� P�Q651� ��!2�
��& $����\���H�����i���)6����
	G�Z���
(7�
�?LZg\����	
+ �
W2Vf������	������
�#����d2$��-���
9��
�2�E<a!��~�����8���)6�!����-����9 .D/21�30425D798;:S��	
m8>?3 ;DC @om8>?. C L �
yv< + �\& �OP���h31@ ; @ � .YV������i����67!����-����9.D/E1�30465D768;:1	��:�
�P& 	

m8>?. C ����9��7L��F! + �
("����V �#	���!������
	G����������<a��!�9¯±J��!#²8��	\�
���
!�&���&
���#	���!������
	G�Y�P�����#������i�)�
W2���	e��� ��!7$�6��#�������)�("�
��	�!�<������=��������������2W
���P&�����d2$������	=<a$����������i� ��!2�
�
	�	�����6N��!1�T �P���P&H�����)	=	���!������
	G�h�P�����
���2��!n!7���D�
!79��:!�	���&k%2Wª��&�6��
	R!����-Wª�)�ª�����D��! + �
	G�4�)�("�
�#>?	��
�
t���6 L 	 C L

070

071

120
121

130

160

230

231

341

560

561

670

671

220

221

222

223

770
771

772

340

���	��
�����c���c�����#A�*,A#.m��j#/�S#A����� 2 ���+����,54

3.2 Expanding Subpaths in Higher Levels_o	���!������
	G�[�P�����M<z��!79b±F��!#²8�
!���	���	G��	[!�<e�H	���d2$��
���
�F!�<^	�$�% *
�P������	 ³ q �> >v±7´�R q C ´�q �q >uR q ´�R « C ´:q �« >uR « ´:R + C ´A@/@A@
´:q �� D q >uR � D q ´�R � C ´qxD� >uR � ´:R � � q C ´�qxD� D q >uR � � q ´:R � � « C ´L@A@A@�´:qxD« >uR « � D « ´�R « � D q C ´qxDq >uR « � D q ´ R « � C ´:qxD> >uR « � ´�² C µ�V + ������A�/	�$�%��������k<z��!79l("�������TR V ��!�("�������T`R y �)�Q�����5u2*X���
(7�
�h���� + !���,A��	H& �
��!�����&Q%2WA�
�-�������q �x >uR V ´�R y C !�� qxDx >uR V ´�R y C LZyX�M!���&������!#�P��("�F�H�!79���������F	���!�����*
�
	G���������fV=���������)6�!����-����9 �T �
�
$����	����2������*c���
67��!��P���Jd2$������)�	�<�!��
�������Qu�*v���
("��Y�T �P����&�����65	�$�%��P������	F�)�S�����Hu2*X���
(7�
����!R	�$�%���������	
���4�����E���T�����! + ��F���
("�
�f$��2�����:����� + ��!7���1�P�����4�
!���	���	G��	[!7���-WR!�<
��& 67�
	[���4�����E�)! + �
	G�E���
(7�
�^���� + !���,A>?	��
�1t���6�LP¬ C L

>c� C ��*v���
("�� 	���!������
	G�
�P�����^L

>?% C ��*X���
(7�
� 	���!������
	G�
�������fL

>?� C w�*v�)�("�
� 	���!������
	G�
�P�����^L

>c& C ��*X���
(7�
� 	���!������
	G�
�������fL

���	�+
�������Z^F��)���cm���!�,/�	�+!e�� ��0���	�������������f�5� 2 ,/�����#L�j,A#m��j#/�S#/����+
c�+�o� 2f2 2 �*3+� 2 ,&�� �#/��`���	��������������4
g\���������D761�3�465D798;:�����67!����-����9 %:�
��! + OP��&�	[� + ��!7���1	���!������	G��P������<a��!�9 ±1��!5²M���
�����
	�������
&�%�W���	���d2$��
���
�1!�<h��&�6��
	E���D�����

��! + �
	G�#���
("�
�=����� + !���,:L�g\���8����67!���������9 ������(7���	��
	~������	���!������	G�
�P�����M������~�)��W"���	�q=<��x ���R!���&�������!H����������
("�J�����~	�$�%���������	h���P���
�
!�9��:!7	��~�N	���!������
	G����������<a��!�9¯±J��!1²8���M�����:���
("�
��	�!�<^�����F���)����*
�������2W2L#g\���
�fV'�����H����67!���������9 �:���<�!���9�	~���2������*c���
67��!��P���=d2$������)�	
��!��T �����P&A�������/��& 67��!�<������
	���	�$�%��P������	N���2��!D�4�������[q`���n�
��! + ��F���
("�
�?L
� 2 �������	#/�BA �!�"�D761�30425D798;: W q=< �� ´�±"´G² X

w7L q D> >uR « � ´�² C F$#�%�7"&�'D7�L�( W q=< D> ´�² X��L  ���HuHF w"#A�K�Ng�
>c� C qxDx >uR « � D x ´ R « � D x�� q C F)#�%07"&�'D7+L*( W q=<FDx ´�R « � D x�� q X

� L  ���HuHF �.P�w"#A�/w"g�
>c� C q �x >uR x ´�R x�� q C F #�%07"&�'07�L*( W q=< �x ´�R x�� q X

	�L q �> >v±"´ R q C F)#�%07"&�'D7+L*( W q=< �> ´ R q X¬�L  ���HuHF �H#A�/wQg�
>c� C q FXU
>?% C  �����������Q>ute´:R C V & qxDx >uR x ´ R « � D x�� q C g��?L�q F q,+.-21�8�%07+46N0M9OD/;K61D7�/�>ute´BRP´�u'´:Y C



>?� C q Dx D q >uR x D q ´�R « � D x�� « C F q �x D q >uR x D q ´�R x C +bq +
qxDx D q >uR « � D x�� q ´�R « � D x�� « C

yX���-���)�����-W2V������5����67!����-����9 ������("����	��
	H�
�����/	���!������
	G����������������
�)�
W2��1%�����, + ����& 	1$�	�����6M�����8� ��!2�
��&�$ ��� #�%07 &�'D7�L*(�>?	G�����	8w7VY��V
��V����P&�	 C L=g\���E� ��!2�
��& $����J����������	\�����J	�$�%���������	 q �x >uR y ´�R y � q C���P&lqxDx >uR y ´ R y � q C ���M��������u2*v�)�("�
�'%2W8����������
(�����6��#	���d2$��
���
�E!�<
�
&�67�	N>ute´�R C V <�!��[�������4	�$�%��P�����^LZg\���~���)6�!����-����9b��T�������&�	\�������
	�$�%���������	G������������6D���#�����8����6����
	G�1���
("��h$��������Z�-�1OP�P& 	N� + ��!7��������������
� ���
	��
�2����&�%2WR��&�6��
	E!����-W����������1��! + �
	G�E���
("�
�h>?	G���
�A¬ C Lt�!��h�������Mu�*v���
("�
�?V"�����J����67!���������9 ����,"�
	Z�����[�
!������
	��:!7��&�����61	�$�% *
�������0qxDx >uR x ´�R « � D x�� q C ���P&������D����!2���&�$ ��� -21�8�%07;46N0M;OD/9K61D7�/
��T�������&�	[����������& 67�5>ute´�R C V ���4������	[	�$�%��P������������!8�8	�$�%��������R�)�
�����E>cu P8w C *v���
("��:>?	G���
�8¬2L % C LZg\���)	Y� ��!2�
��& $����hO��P& 	e�����h	�$�%��������<z��!79]tM��!QR#�)�������J	�$�%�6��������l6 V x D q �!������
	��:!��P&�����6#��!#�~���
67��!��Ye�)�8�����1>cu PSw C *v���
("�
�?LZg\���
	��J	�$�%���������	h���������1>cu PAw C *v�)�("�
�P������!7���
�����
��������&D>?!7�:��������!�� + C �)�2��!1�N�P�����.q°>?	G���
�5¬�L %fL � C Lhg\����^V������	�$�%��P������	F����������>cuxPkw C *v���
("��������1�
!����������
�P������&D������!�!����-W
!����N	�$�%��P�����HqxDx D q >uR x D q ´ R « � D x�� « C >?	G���
��¬�L � C L_J����9��:!��������2�=��	�	�$��F�)�8�����J���P���-W�	���	\!�<'����� �!���D761+30465D7989:5���-*
6�!����-����9 ��	~�����8��$�9�%:���~!�<i��&�6��
	N���P���#������T�������&���&D	���!������
	G�
������� + �����=����("�1�)�Q���P�������)�$��)���N���
(7�
�Y!�<=�����#��������������2W2LJ�o�-����*
!�$�����!�	�	M!�<~6��
������������XW2V + �D��	�	�$�9��R�������8�����R%:!���&����(7��������
�
	
%:��� + ��
�n� + !S���
6��)!���	8�!79��:!7	��R�D	���!������
	G�8�������^LG�E����
�7VZ<a!��
����67���������
("��)	
V=���2WQ	���!������
	G�H	�$�%��P�����/�
�2���-���
�-W��
!��2����������&Q�)�/�
	�����67���#���67��!7�S��	F�!79��:!7	��
&4%2W����E9�!�	G�J� + !���& 67�
	J���4�����1���T��
��! + ���E���
("��cL
��������� 	 L��^��£A¥�¨ 6.��£��Q� 4�£�� � £�¦S¢�¥}�0¦�� �����X£�¦��1� ���a�p£��7®

� ��¥+�2£��M�v���a��£H><��PrY C ®X§)£�¡�£§f¢�¦�m8>v� V C �
�?���a�� :4�yv<�u/� w8����&Q& �OP���)��6RIH@ ��Ve���2WS	���!������
	G�#	�$�%��������
������-���
�-W4�)��	��)&��#�8���
67��!7�D���S��u2*v�)�("�
�e��	F�
!79��:!�	���&4%2W����E9�!�	G�
� + !/�
&�67�	M���������/>cuHPpw C *v�)�("�
�?LBg\�������<�!�����VJ��������$�9H%:��8!�<
�
&�67�	N�)���M	���!������
	G�1�������A�P��	�	��)��6R��� ��!7$�6��Q95���2W����
67��!���	1�T�*
������&���&���!N�����1>cu�PAw C *v�)�("�
����	=� + !N����9��
	Z�����[��$�9H%:��=!�<f��&�6��
	
���D�����1�
!������
	��:!7��&�����65	�$�%��P���������D�����#u�*v���
("��e����$�	J<a!7$��E��&�6��
	
�!7������������6N������	�$�%���������	=!�����67���P���)�-W5���8�����N>cu P�w C *X���
(7�
� � q �x D q���P&�q Dx D q L �E�
���
�7V\��������$�9�%:��� 0 q � 0Y!�<N��& 67�
	5���ª����������6���*
�	G�����
("�
��	���!������
	G���������0��	�� + !����P&n�����M��$�9�%:���H!�<~��& 67�
	��)�
�M	���!������
	G�1�P�������T �P���P& ��&���!R�����R><�lP[Y C *v���
("�
�Z��	1&��O�����&S%2W
���������
�
$���������
�(0 q � D V 0Y@ � 0 q � D V � q 0 2 	 L�g\����	����
�
$ �����
���
�5��	
�(7���)$�������&4��! 0 q � D V 0"@���>v��VPªw C 2���L[g\������<a!����7V:�����N� $�9�%:��
!�<Y��& 67�
	[�����#	���!������	G�F	�$�%��������M�T �P����&���&���!H������><�xP`Y C *v�)�("�
���	Fm8>v� V C L �
t�!��#����������*c���
67��!7�����id�$�������
	
V + �M95�
WS$�	��5���2WQ�P���1	G���������
6�W2L

_o�������5(��)� + 	G���������6�W5������*X�!79���$ ���
	h�����:	���!������
	G���P������	h�)�������
���� + !���,D<�!��#�������A���67��!7�fLMU ������8IH@ ��V^������	N	G���������6�WA	��:�
�P& 	
m8> ;�C ����9��4��!Q����������
(7�S�Q	���!������
	G�M�P�����k���ª��������! + �
	G�M���
("�
�
���P&Am8>Gw C ����9���!������� + ��	��7L8g\���8�������A(��)� + 	G���������
6�WA���
d�$��-���
	
m8> ;Aq�r s�C 	��P���
�N���4�����~��! + �	G�E���
("��e���P&4m8>?I x ;DC !������� + ��	��7L
� � � �
	 �D� 	 L�� 4R�a��£D¢�¥��?�G�7®v��£ � ¢c��¥:��§ �¨�£�����¢�¦R¢ 6E�:§)£ 6�£�¥��X£��

¨�¦�¢�¥ � �k� ���a� ¡�¢v£�¤ ���"�P�G���"��� 
 �a��£B�7§ � ����¢��a� 6 �!�"�D761�30425D798;:¦c��£�¥���¦Jm8>?. C �?¢ 6�£ �
�?���a�� :41g\���N������("���	����e!�<=�����N	���!������
	G�E�������������
�N�)�
W2���	J$�	�����6
� ��!2�
��& $���� #�%07"&�M"%DZ9M�4 '07�L*(��D7 %+3DZ4���S�����1�)! + �
	G�N���
("�
�����
d�$��-���
	m8> ;�C ����9��7LQU������
�M���2W�	�$�%��������/��	H�
!79��:!�	���&/%2W�� + !D��&�6��
	
���A����67����N���
("��)	
Vf�����1������("���	����=	��:��P&�	J����9���m8><� C @°m8>?�)!�6i3 C���A�����Y���)6�����E���
("�
��	
LNg\������<a!����7V'�����1������("���	�����!�<=�����1	���!������
	G�
�������n�����
�M�)��W"���	�����,7�
	8m8> ; 2o��!76i3 C ���)9���L/�F	��)��6A�����5�P�����

(���� + ��������!7�����^V������i� ��!2�
��& $���� -E1�8�%07+42N0M;OD/;K21D7�/~	��:�
�P& 	������������
����9��i���1�����i	����
�i!�<������i	�$�%��P�����^L �E�
���
�7V������h����!2�
��& $����\	��:��P&�	
m8> ;DC ����9��8�-<Fu/@ w7VZ���P&/m8>Gw C ����9��8!������� + ��	��7LAg\������<�!����7V
����
!���& �)��6R��!M^�9�95�.	�V'�����#	�$�%��P������	~�������T �P���P& ��&����S����9��
m8>�� «x�� � � � D x 2B� � D q�;4C L�g\����	8��T�� ���
	�	���!7����	8��d2$���(������
�2����!
m8>v�5� 2j�(� D q ;DC @ m8>?3�2}3 ;DC L g\������<�!����7V~�����Q����67!����-����9�!���0761�304650798;:R	��:�
�P& 	Fm8>?. C ����9��7L �
g\���A�P�����{( ��� + 	4�)�o�����A����67���	G�D���
("�
�N���P& �����A�T �P���P& ��&

	���!������
	G�1�P�����S�)�S�����#��! + �
	G�1���
("��Z���
d�$��-����m8>?. C 	��P���
�7LHg\����W&�!�9����P����� ����� 	��P���
� ���
d�$��-���
9��
�2� <a!�� ����� ����67!����-����9�!���0761�304650798;:PL
��� ���
	 ��� ¬�L�� 4M�a��£D¢a¥��?����®v��£ � ¢?��¥:�7§5�¨�£����n¢�¦M¢ 6F�:§)£ 65£�¥��X£:�

¨�¦�¢�¥ � �H� ���a�A¡�¢v£�¤B���"�P�G���"��� 
 �a��£8�7§ � ����¢��a�!6 �!���0761�304650798;:0��£®
�¨�¢���£�¦Jm8>?..2 ;Aq�r s�C ¦v� �7��£ �
�?���a�� %4Fg\���~����������������)�
����	���!������
	G�J�P�����4!�%�����������&4%2W������~������*
("���	�����!�<:������	���!������
	G�=�P�����������
���)�
W2���	=�P��	=m8> ; 2M��!�6i3 C �
&�67�	������!�$�6������)�����
("��)	Y!�<������i��������������2W2L�_��������#( ��� + qQ8 x ����d2$������	m8>10 � x 0 « C 	��P����4�����A���)6���������
("�
�?Vh	��)���
���S	���!������
	G�8	�$�%��������
���B�0����67���������
("�
�N����	4����9�!�	G�R� + !���&�6��
	
L_�F�
����7V~�n�������
(���� + ����d2$��-���
	�m8>?I x ;�C 	������
�R�)���D����6���������
(7�
� + �������4���n�����
��! + �
	G�R���
("�
�?VJ��������� (���� + ����d2$��-���
	Mm8>10 � x 0 0 8 x 0 C @�m8> ;Qq�r s�C	��P���
�7L=g\������<�!����7V������[	��P���
�[����d2$��-����&���!1	G��!����[�����[�P������(��)� + 	
��	�m � � � D qx � q I x ; 2 ;Qq�r s � LRg\����	1�T �����
	�	���!��n�)	1��d2$��)(������
�2�N��!
m8>?3 ; 2 ;Qq�r s
C @bm8>?.�2 ;Aq�r s�C L4g\���5�T �P���P&��
&Q�P�����[qb�P��	
m8>v�(V C �
&�67�	e���~�����[><�P Y C *X���
(7�
�7���
�
!���&�����6[��!J^�
9�95� 	�L��F�
���
��V
�����M	��P���
�R���
d�$��-����&/��!A	G��!����Hq �)�0�����Sw*v���
("��\��	�m8>v� � D qC @
m8>?3 C LkyX������� + !���	G�5����	��7V\�������k��& 67��!�<"q ���������Qw�*v�)�("�
�[��	
�T �P���P& ��&n�)�2��!�m8> ;DC ��& 67�
	����������4��! + �	G�5�)�("�
�?L g\����	 + �
W2V�������������Mq`����d2$��-���
	Hm8>?3 ;DC @bm8>?. C 	��P���
�7LSg\������<�!����7VZ�����
����6�!����-����9 �!���0761�304650798;:#����d2$��-���
	=m8>?. 2 ;Qq�r s�C 	��P���
�������E�������
(���� + ����� ��!"�����fL �

4. THE HYBRID SHORTEST PATH ALGO-
RITHM¶ ��("�
�5���M�
&�67���F@j>ut^´:R C V ���8�����Fu�*v���
("�
������ + !���,:V����5�)�2������*

���
6��)!��P���Zd�$����WR�
!7��	��)	G��	E�)�D��T�������&�����68�����#�
&�67���H���2��!M�8	�$�% *
�P�����R<z��!79 t4��!�R����M�����~	�$�%�6��������I6?V x D q ���M�����8>cuQP�w C *v�)�("�
�?V
+ �������"tS���P&sRM�����N%:!���& ��J("��������
�
	[���N6 V x D q L=g\���1d2$����WM95��W
%:���:����<�!���9��
&}$�	�����6k����Wo�P���D	G���������
6�W2VN������6��)��6k%:�� + �
��p�
	�����6��)��*X	�!�$����
�[	���!������
	G�Z�������8����67!����-����9 ���P&H�F��!2!7,�$��H���8�E�������
(���� + <�!��F%:!���& ��[("��������
�	
L
g\����	G���������
6�W�����!��:!7	���&/���������)	1�����:��#<�!��H�������)! + �
	G�����
(7�
�

$�	��	Z�J�2W %����)&N�P�����H(���� + <�!��Z%:!���& ��Y("��������
�	
LZg\���h��W % ���z&N�������
(���� + ���
� ���
	��
�2��	E�
�����Q	���!������
	G�E�P�����D%:��� + ��
�S%:!���&����~("��������
�	
KG$�	G�\%2W��N	���d2$��
���
�J!�<f6�$��)&��J("��������
�
	
L=_ � ¨�¢<�"£~¡�£����X£��E��	\�N������*&���
�
	�	�!��J("�������T�<�!��F9�!����E���P���4!����~("�������T5���R�����E������& �
�
�
	�	�!��
95�������-TH��9������
9��
�2������6J�������P�����8(���� + <a!��h%:!���&����i("�������)��
	
LZg\���
�P�����4(���� + <�!��E%:!���&���[(7��������
�
	��
!���	���	G��	F!�<Y	���!������
	G�[�P�����R�����
�	
�
!�9��:!7	���&0!7����W/%�W/	���!������	G���P������	H<z��!79 �S%:!���& ���("�������T���!
�����N!�������[%:!���&���J("�������)��
	1>?	��
�#t��)6 L � C Li�=�����4��! + !�<Z��� ����&���*
�
�
	�	�!��E95�������-TM��������
	��
�2��	J�8	���!������
	G�J�P�����4�����
�N�
!������
	��:!7��&�����6
��!��������������
$��z���J	�!7$�����#(7������TM��	[�����F��!2!���L
���D����� ¬�L �^��£n¥�¨ 6.��£���� 4 � ¨�¢<�2£n¡�£����?¢c��£�¦/¢a¥ �o¦G�������X£�¦��

� ���a���?��£�£D� 4R�R� ���a�0¡�¢c£�¤ 4���R�Q¦�¨�� � �G�����ª¢�¥��a��£4§���¤i£�¦��H§)£�¡�£§
¢�¦\m8>�� ;DC �
�?���a�� %4F�i!����
����������6������~��$�9H%:��\!�<Y67$��z& �~("��������
�	
V������ + !���	G�����	��i<�!��=�F	���!������
	G�Z�P�����#������i��	Z�F%��)������WN�����
��LZU �����
�\�J	���!������	G�



>c� C �~�
	G������������!7��	E�����1�����e("�������)��
	
L

>?% C �~�	G���)��������!7��	~�����H!����-WD%:!���& ��F("���*
�����
�
	
L

���	��
������� �c�����#L�j,A#sm��j#/�=#L�����*,-��!�g0�+
��	g�Z3+����#/�f�5�*,s�f!� 2 �*$&�*,A# 2 �*3+� 2 �����+� �+! 4

�������4������~<�!��E��	�$�%�6������������M�����N��! + �
	G�F���
("�
�f�P��	 0 � > 0�������("�
	
V��������N������0 � > 0"���2�������!��J��!�& �
	i���P���J�����~6�$��)&��F("��������
�
	
Lhg\������*<a!����7Vi����
!���& �)��6D��!Qf�
9�95�Qw�VY�����5��$�9�%:���H!�<J67$��)& �M(7��������
�
	
���A�8	���!������
	G�~�������������
�1<�!��N��	�$�%�6��������D���������1��! + �
	G�N���
(7�
�e��	m8> � ;4C L �
g\���~�2W %����)&��P�����M(���� + qQ8 V> <a!��[�������M���
67��!��IYZ���R�����F��! + �
	G����
(7�
�E!�<N���������)������������Wª��	M���������)�("��&�<z��!79 �����D�!������
	��:!��P&�����6

�������S(���� + qQ8 V> L1yX�S!���&����~��!5���������� qQ8 V> V'�������A67$��z& ��("�������T
��	H�z& �
�2���-OP��&/���0��������("���	����i!�<TqQ8 V> LQ_ �2W %����)&/�P�����/(���� + ��	
��9����)�9��
�2����&5��	[�H� ����&���
�
	�	�!��[	�������	��~95�������-T + ��!7	��E�
!7��$�9���	
�����Q!����-Wk����z������&k��!n67$��)&��S("��������
�
	 8 V> ����&k%:!���& ��4(7��������
�
	
� V> L1t�$ ���������VP������� ����&��
��
	�	�!��~����z������!7�����D������	F	��P����	���95�������-T
��	J!7����WM�T � ���
	�	���&4���R������9�	�!�<Z67$��)&��~("�������)��
	
L
_J�o����������*c���
67��!7�����1d2$�����Wª<a!��D���{��&�6���>ut^´:R C V ���B�kw*v���
("�
�

���� + !���,1��	Z�:���<�!���9���&H%2W1�����h��W % ���z&1	���!������
	G�=�P�����8����6�!����-����9�L
g\����	H����67!����-����9 $�	��
	N������	�$�%�6��������Z6 V> ���P&A�������2W %����)&S�P�����
(���� + qQ8 V> �)� <�!���95������!7�5����!���& ��h��!NO��P&8�~	�����6����E	���!������
	G�h�P�����
q <z��!79 t8��!"RH�����������)! + �
	G�\���
("������
6��)!��.Y�L qQ8 V> &��
	������)%:�	=�����	���!������
	G�\�P�����5���������9�	i!�<e6�$��)&��F("��������
�
	i��	��1�P�������)���:	���!������
	G�
������� q V> >ut^´:R C L{g\�������<�!�����VJ�����D����6�!����-����9l�T �P���P& 	 q V> >ut^´�R CO��P& �)��6��S	���d2$�����
�R!�<~	�$�%���������	�%:�� + �
�
���
!7��	��
�
$�����("�467$��)& �
(7��������
�
	[��� q V> >ute´�R C Lg\���k����67!����-����9������!%0/6304+Q6:0K"%+8�M0Z280465D7989: %:��)! + �����������
	/�
	���!������
	G�\�P�����������
�Uq=< + ��!7	��F��!2!��\���
� ���
	��
�2��	i�����J	�!7$ ���
�E(7���*����TZteLS_`� ����!����-�|W/d�$��
$��	�¯��	�$�	���&Q��!S,"�
�
�Q��������,�!�<J�����\����*
<a!���95�����)!������
�)������&4��!H�����N�
$ �����
�2�[("��������
�
	J���K8FV> PZq=<1Li�h������������W >ute´%ze>ut C ´ � C ���
� ���
� ���
	��
�2��	��Q(7������T[t + �����ª�����
	G���-*
95�����1�
!7	G�?ze>ut C ���P&D�8� ����&���
�
	�	�!��F��& 67���2L\g\���1	�������,"�
�
��	
��������,�!�<N�����D("��������
�
	5����� + ��!�	��A�!7	G�M��	R��!��M����OP���-�|Wª����&fV
�!7��	��
d�$��
�2���-W2V + �����e%:�~���	���[<�!��[�����N���T���	�$�%��P�����4	����������fL

� 2 �������	#/�BA������!%D/6304;Q6:DK"%+8+M0Z6804650798;::> t^´�RP´�Y C
w7L q V> >ut^´�R C FC5D7989:D46IDK+K*(���� � qQ8 V> ´�te´ R �
��L q=< F��*FXU
� L�� F�� � F�� G >ute´���´�� C
	�L  ���FR � & 8 V> PrtKgc�>c� C � F�� G >uR��v´�� ´�� C
¬�L  ���#�������/>v±7´�² C & q V> >ute´:R C g�>c� C >ut��X´:ze>ut�� C ´ ��� C F �!�;8�%07�L68�4���/21:>�� C

>?% C � � F�� � P`t �
>?� C q=< F q=< G >ut � ´:ze>ut � C ´ � � C
>c& C $.��� 2 �It����@{²-g�

�?L  ���R>ut � ´:t � � Cuy & 9 V>_#L �  ze>ut � C 230->ut � ´ t � � Cuy 0 ~oze>ut � � C #/�c�j!
� ze>ut � � C F ze>ut � C 2�0�>ut � ´�t � � Cuy 0
� ��� � F >ut �X´�t�� � C y
� � � F�� � G t � ����?L1>ut � ´%ze>ut � C ´ � � C F ���+8�%07�L2804���/21P>�� C

�����?L!� � F�� � Prt �
��(:L�q=< F q=< G >ut � ´%ze>ut � C ´ � � C

>?� C  ���xt � & � � g�
�?L ze>ut�� C F �"� F#�

>�< C  ���4>?²P´ t � � Cuy & 9 V>
�?L ze>ut � � C F 0->?²P´�t � � Cuy 0
���?L ��� � F >?²P´ t�� � C y

>?6 C � � FXU
� L q*F #�%07 &�'D7�L*(:><q=<J´:R C
t��-��	G��V������Z����6�!����-����9BOP�P& 	:�����Z�P�������z���"	���!������
	G��������� q V> >ute´:R C$�	�����68�����1����!2�
�
&�$����^5D768;:D46IDK;K (������������J������("���	��
	[�����1�2W %����)&

�P�����S( ��� + qQ8 V> >?	G���
�0w C L1yX���-���)�����-W2Vcq=<j��	N�
9����XW����P&$� �P��	
������(7��������
�
	 + �-���D�
!7	G�E����&4������& �
�
�
	�	�!��~��& 67�1��d2$P���f��!%� V�%�$��
�����[	�!�$����
�[("�������Txt + ��!�	��F�!7	G�\��	h��>?	G���
��	i��V��N���P&.	 C LZg\���
�fV�����~����67!���������9bOP�P& 	[��	���!������
	G�J	�$�%��P�����M���K6 V> �
!������
	��:!7��&�����6��!1����������& 67�#>v±"´G² C ���������[�P�������)���P	���!������
	G�i�P�����D>?	G����4¬ C LZg\���	���!������
	G��	�$�%��P�����8<�!����������5��&�6��F��	\�!79���$ ����&����M�#	���9����)��� + �
W��!��E� K|,�	G������� 	[	���!������	G�[�P�����R����6�!����-����9�L �E! + �
("���V������F�
$���������	G�������F!�<f�����J������!����-�XW5d2$��
$����B9�������	h���P���i��������F��	\��!1���
��&8��!
�
!���	��)&���i�����[("��������
�
	i���-������& W����sq=<k<a!��\�����J�$������
�2�h	�$�%��������fL
g\�������<�!����7VY�������A<�!7����! + ����6S	���������������	1���������-���)���&�pKG$�	G� + �-��������Y���
95���)������6M("��������
�
	8>?	G����/¬2L � C L�_J���Y�
!7	G��	1���P&S������& �
�
�
	�	�!��
��& 67�
	4�����S	���M��!'�oVJ%�$ �M("��������
�
	M�
!7�����
������&k��!n²ª����("�D�-��	
�
!�	G��	����P&�� ����&��
��
	�	�!��H��&�6��
	#$��'&�������&A��!R���
�����
	�����1�������1�����
����T �J	�!�$����
�#("������TM��	E² + �-���D�
!�	G�~��d2$P���^��!5��>?	G���
�D¬�L < C LJg\���	�$�%��P�����S<z��!79 tA��!sR4��	~�
!�9���$ ����&�%2W4������("���	�����6lq=<p<z��!79 R
$�	�����6������~� ��!2�
��& $���� #�%07 &�'D7�L*(Q>?	G���
� � C Ly|�5����� + !���	G�[����	��7V������F��W % ���z&�	���!������
	G�[�������R����67!���������9b�P��	
�����[	���9��[����9��\����d2$������9��
�2�i��	i�~� K|, 	G�����+� 	i	�����6��)��*X	�!�$����
�F	���!�����*
�
	G���������M����6�!����-����9�L��F! + �
("���V2�����E��$�9H%:��=!�<e("��������
�
	h( ��	��-����&%2W������F��W % ���z&�	���!������
	G�[�������R����67!���������9b��	�9�$�����	�95����������������
������("�������)��
	 + �����(7��������
�
	������4$����-<�!���9��-W0& ��	G�����)%�$�����&n���n�����
���
6��)!��5�
!������
	��:!��P& �)��6N��!~������	�$�%�6��������5����&�������6�$��)&��[("��������
�	
�����F$�����<a!���9��-W5& �)	G������%�$�����&5����!���68�1	���!������
	G���������S>?	��
�~t���6 LP� C L
U �����
�J�����[	�$�%�6��������I6 V> ����&������[��W % ���z&8�������5(���� + qQ8 V> ����������J������$���	h<a!��\�����[��W % ���z&8	���!������
	G�\�P�����M���)6�!����-����9�V2�����F	������
�

����d2$��-���
9�����#<�!��������4���)6�!����-����9 �)	#�����M	���9��R��	�<a!��8�A	�����6����*
	�!7$ ���
�N	���!������
	G�F�P�����4����67!����-����9�L



>c� C U���!������
	G�S�P�����}�����
�
<a!��F%:!���&����F(7��������
�
	
L

>?% C �E� K|,�	G����� � 	 ����67!�*
���-����9�L

>?� C �FW %����)&R����67!���������9�L

���	��
�����a���"����#A�f�5�*,F3c�f,/�	#L�jg[h��r#A��H,/�����#L�j,A#Qm��j#/�Z� 2 ��� ����	#A��A;,54
� � � �
	 �D� ��L��^��£J�0�5���¢<�8¦G�������X£�¦��e� ���a���7§ � ����¢��a�!6`��£%�¨�¢���£�¦

m8> ;�C ¦c� �"��£ �
�?���a�� :4 g\�����2W %����)&B�P�����p( ��� + qQ8 V> ����d2$��-���
	Am8>10 � > 0 8 > C L�F�
����7V����
�
!���& ����6���!�^�
9�95��	4wD���P& ¬2V qQ8 V> ����d2$��-���
	5m8> ;�C
	������
��L=g\���\���������)��� �P����� q V> ����d2$��-���
	Zm8>10 8 > 0 2 0 � > 0 C @om8> � ;�C	������
��LJg\���1	��P���
�N����d2$��-����&�%2W5�����1	���Uq=<#V�������!����-�XW�d2$��$�� �
���P&D	��� � � ��	Nm8>10 8 > 0 C L^�E�
���
�7V�q=<1V �`���P& � � ����d2$��-����m8> ;�C	������
��Lig\���E	���[!�<���& 67�
	�9 > ���
d�$��-���
	�m8> ;DC 	��P����7Lhg\������<a!����7V�����F�2W %����)&�	���!������
	G�\�P�����5����67!����-����9 ����d2$��-���
	im8> ;DC 	������
��L��
_J�Q$����-<�!���9 &���	G������%�$ ���)!���!�<�("��������
�
	1���Q��������! + �
	G�H���
("�
�Z��	���
!79������)	�����& + ���
�Q�����8��$�9�%:���N!�<�(7��������
�
	 ; ���n�4%:!�$���&���&

���67��!7�S���
�P& 	J��!5����O����-�|W4����&4�����#�
��!7	��
	G�~�P���-�E!�<=�:!7���2��	E����	F�
& ��	G��������R6�����������H���P���n	�!79��5	�95�����\�
!���	G��������LAg\����	 + �
W2VY�����	���!������
	G�R�P�����k���
��&�	���!n�/	G��������6����R�������A����&ª�����D��$�9H%:���!�<
(7��������
�
	[���D��	���!������
	G�J�P�����4��	Jm8> � ;DC L
� � � �
	 �D� �2L��~¦�¦�¨ 65£1��¥D¨�¥�¢ 4��� 6 ��¢�¦��?��¢u�¨ �?¢?��¥Q� 4E¡�£����?¢?��£�¦

¢a¥A�a��£H§���¤i£�¦��\§)£�¡�£§���¥+�M�a��£ � ¨�¢<�2£#¡�£����?¢c��£�¦#����£��7§ ¦��5¨�¥�¢ 4
���,68§ ���¢�¦��?��¢<�¨��X£��k��§���¥ � �/¦�� �����X£�¦��~� ���a��� �^��£D¥�¨ 6���£��A� 44¡�£����?¢?��£�¦
¡�¢a¦�¢a�X£:�l���8�a��£N���p���¢<��¦�� �����X£�¦��Y� ���a�S�7§ � ����¢��a� 6¯¢�¦\m8>�� ;�C �
�?���a�� :4B_F	�	�$�9��)��6D�����M67$��)& �4("��������
�	������R$����-<a!���9��-W0&���	G�����-*
%�$�����&R����!7��68�����~	���!������
	G�F�P�����^V �����~��$�9�%:����H!�<Y(7��������
�
	[%:�*
� + �
��0� + !A�
!7��	��
�
$ ���)(7�R6�$��)&��M("��������
�
	H���ª�D	���!������
	G���������n��	
m ��� �	 
  	 � LFg\���#��$�9�%:���F!�<=("��������
�
	F( ��	��-����&D���A�5	�����67���H	��
�������
<a!�����	���!������
	G��	�$�%���������%:��� + ��
��� + !D�
!7��	��
�
$ ���)(7��67$��)& �M(7���*
�����
�	i��	im8>�� « C LZg\���)	 + �
W2V"�����\��!�������� $�9�%:��Z!�<'("��������
�
	h(��)	��-����&

��	8m W 0 8 > 0 � « X LAg\����	���T�� ���
	�	���!7�n��	��
d�$���(7���)����1��!Sm � �	 
  	 � @
m � �� � � L8g\������<a!����7Ve��������$�9�%:��E!�<\(7��������
�
	N(���	������
&Q%2WD�����
�2W %����)&M	���!������
	G�F�P���������)6�!����-����9¯��	Jm8>�� ;DC L �
_F	�	�$�9�����6�(7��������
�
	J�����1$����-<�!���9��-WR&���	G������%�$ ����&fV �����F��$���������6

����9�������d2$��-���
9��
�2�Y<�!��i�����J�2W %����)&�	���!������
	G�i�P�����5����67!���������9 %:��*
�
!�9��
	Jm8> ;DC ���4�����E�)! + �
	G�E���
(7�
�?L
��� ���
	 ��� O L��E¦�¦�¨ 6�£#��¥D¨ ¥�¢ 4
���,6_��¢a¦��?��¢<�¨��?¢c��¥Q� 4E¡�£����?¢c��£�¦

¢�¥S�a��£1§���¤i£�¦��\§)£�¡�£§���¥��5�a��£ � ¨ ¢u�2£1¡�£����?¢c��£�¦H����£���§ ¦��¨�¥�¢ 4��� 6�§ ���¢�¦��?��¢<�¨��X£����7§���¥ � ��¦G�������X£�¦���� ���a�����^��£����p���¢<�D¦�� �����X£�¦��\� ���a�
�7§ � ����¢��a� 6¯¦c��£�¥+��¦Jm8> ;DC �?¢ 65£~¢�¥D�a��£H§���¤i£�¦��\§)£�¡�£§��
�?���a�� %4 g\���R�P�����0��!2!7,�$������n�����M�2W %����)&/�P������(���� + 	��:��P&�	
����9��km8>�� ;DC L g\���k������!������XW d2$��
$������������)���)����������!7� ����d2$������	
m8> ;DC ����9��7Lh_F��
!���& �)��6���!�f�
9�95�8�2V������E� $�9�%:��\!�<Z("��������
�	
(���	������
&{%2W������A����6�!����-����9 �)	4m8>�� ;DC L g\���)	 + �
W2V[�����Q����67!�*
���-����9 	��:�
�P& 	\m8>�� ; ��!76 ;DC ����9��J��� �!�;8�%07�L68�4���/215!��:���������!7��	
����&ª�
!�	G�5$��'&������
	
L g\���D���)6�!����-����9 	��:��P&�	5m8>�� ;DC ����9��4���
���
	����	E����&��)���-���z�����)��)��6 � �
!7���
������)��6�	�!7$ ���
�H(7��������
�
	
LFg\�������*
<�!����7Vi�����4����67!����-����9·	��:�
�P& 	8m8>�� ; ��!76 ; 2 ;�C ����9��7L�U������
�
��!76 ; @om8>�� ;�C V������J�2W %����)&�	���!������	G�[�P�����M���)6�!����-����9b	��:��P&�	
m8> ;DC ����9��~���R�����~��! + �
	G�F���
("�
�?L �
g\����%:�	G�H����9��5����&�	��P���
������d2$��-���
9��
�2��	~<a!��H�)�2������*v���67��!7�����

d2$�������
	M��� �����S��! + �
	G�4�)�("�
�E��	4���
�
!�9�������	�����& %2W������S�2W %����)&
	���!������
	G�5�P����������67!���������9l��	�	�$�9��)��6����ª$����-<�!���9 &���	G������%�$ ����!7�
!�<\("��������
�
	
L5t�!��1����6�����#���
("�
��	
V^������%:�	G�1	G���������
6�W��
!����
����������6
����9��J���P&8	������
�[���
	�!�$����
�
	i�)	=�����[�P������(��)� + ��������!7�����R& �OP������6
IJ@{��L

5. CONCLUSION AND FUTURE WORK�/�R�����
	�������Q����������������������F��������!"���������P����	�$�%'& �)(��)&��	������
����� + !���,4���2��!����
67��!7��	 + �-���D�����1	���9��1��$�9H%:��[!�<=("�������)��
	~���P&
����������
	\���)6�����i���
("�
��	\9����6�����6#�N�
!7��	G�����2�\��$�9H%:��=!�<e�7&�K�����
�2�
���
6��)!���	
Lhg\���F��������������2W5��	��
!79���������
�-W5&���OP���
&5%2W8�����E��$�9H%:��
!�<Y���67��!7��	J3H���4�����~��! + �	G�E���
("��cV �����E� $�9�%:�� ; !�<Z(7��������
�
	[!�<
�����
67��!7�A���A�����H��! + �	G�1�)�("�
�?V^���P&������H9����6�����6R&��
6����
��I�L~�/�
����!��:!7	��R����67!����-����9�	H��!DO��P&n�D	���!������
	G�8�������0����&���!S�T �P����&
������	[�P�����^L
g\���R�
!79������T ���XWn���P���-W 	���	8<�!��8�����
	��4����67!����-����9�	8	���! + ���P���

!7$ �Z����������������)�
���P����� ��!"����������d2$������	Zm8>?. C d2$�����WN���)9��\���P&#	��P��*
�
� + ���
�53N@ ; @ � .����P&�IJ@{��LhU������
�J!7$ ����������!7�����R��	i��!7� *
���
�
$ ��	���("�7Ve�����8�
!�9������T �-�|WA�
!7��	G�����2��	1������	�95�����cL��F�
���
��Ve�-�#��	
9�!����E�]��
���
�2�[���4� ����������
� + ���
�4�
!�9��P������&M��!H!������������
�
$���	���("�
!7� ����95���^����� ��!"�������
	
L
_��2W %����)&E	���!������
	G�e�P�����1����67!����-����9B��!��:���<a!���9B����������*c���
67��!7�����

d2$�������
	1��	1��������!�& $��
�
&fL5g\���)	1	G���������
6�WQ$�	��
	1�R	�$�%�	��
d�$��
����8!�<
("��������
�	Z�������Z%:�
��!���6E��!J�����\	���!������
	G�=�P����� + ���)���[�����$P���)�-WH�
!798*
��$ ������6������ + ��!��)�1	���!������
	G�F�P�����^L=y|�4�����~��! + �
	G�F���
("�
�?V������N�2W *%����)&Q����67!���������9�����d2$��-���
	1m8> ;�C ���)9�������&A	������
�5��	�	�$�9�����64���
$����-<�!���9 & �)	G������%�$�����!7�D!�<h(7��������
�
	
L[g\���)	F��	F%:��������F�������D�8�������
(���� + ����� ��!"������������������d2$��-���
	Jm8> ;Aq�r s�C 	��P����7L\t�!��J����67����J���
(2*�
��	
V:�����#�P�����D(��)� + ��������!7�����A	��:��P&�	Fm8>Gw C ����9��H���P&4����d2$������	
m8>?I x ;DC 	��P���
�7Lg\���\����67!���������9�	Z�)�#�����h����������������������P��������!7�����8���)	�!N� ���
	��
�2�Z�
67!2!�&��:!����
�2���)���'<�!��J�������������
������������!��^L�g\���N�P�����4�T �P����	���!7�495��W
�T �P���P&M��������	�$�%��P�����M<a!��E��	��:�
�
�-OP�N���
(7�
�^�������������)���
�?L
y|�0!���&������!A	�$����:!����8�����R�����!�������������[���	�$��-��	 + �D���������
("��&'V

�
!�9���$���������!7�P�����T �:�����9��
�2��	J$�	�����6������������� + !���, 	J��!5�
(7����$P�����
�����#����9������P&S	��P����8�]��
���
���WD<�!��1!7$ �1����������������������=����� ��!"�����



	���!7$��z&n%:�M��9������
9��
�2����&'LSg\�����
�4&��-�'����
�2�H	G���������
6����
	���!S�:���*
<a!���9°���2������*c���
67��!��P���Pd�$�������
	Z���������\��! + �	G�i���
("�� + !�$��)&�%:���
!�98*
��������& � �~� KG,�	G������� 	�����67!����-����9�VZ�P�����n(��)� + ��!2!7,�$��0���P&/�2W %����)&
	���!������
	G�J�������D���)6�!����-����9�L

6. REFERENCES��w��N��LP�i���
�4����& ��L -E$^L�U���!������	G�F�������4d�$�������
	[���4���)���P���
6���������	
LPy|�����G����£�£���¢a¥ � ¦#� 4~�a��£����"¥+� ���	�X� � 6E� ��¦�¢�¨ 6
��¥ �^��£����#�R� 4
�=�76E�P¨��?¢�¥ � V�����6��
	�	 � ���!	2��O Lf_J��QV����W
�����7��L

� �����1L��~����2����J���P&�� LP���������?L ¶ �
������������
��&�%:�
	G��*cO���	G�[	����������
	G���������67���
	~���P&5�����~!�������95�����-�|WM!�<=_��2L�����¨���¥P�7§�� 4N�a��£
���	�SV��"��>c� C � ¬��7¬�� ¬�� ��V ��$��-WSw �5O7¬�L

� ���1��L��~� K|, 	G������L:_B��!����N!��R� + !8� ��!7%����
9�	[���4�!7�����
�����!7�
+ �-����6���������	
L��E¨ 65£���¢�¦�����£��Q���a��£ 6����?¢ "�V^w � �7�7�����7��w�Vw �7¬7��L

� 	��^�HL��iK|�z&�KG�
(:L��Z]8�
���
�2�E����67!����-����9�	[<a!��F	���!������
	G�J�P�����
d2$�������
	[�������z���P���E& ��6���������	
L�y|���������\�G����� ® �^��£�����£��?¢c�
�=��¥P��£X���?¦#¢a¥ �=�76E�P¨��X£��^�P�¢v£�¥:��£ 
 ��¥��X£���¥:���?¢c��¥:�7§
�4���'"�¦G�����!�"�\V^w$� �7� L

� ¬�� ¶ L�t�����&������)��,�	�!7�fLPtP��	G�F����67!���������9�	�<�!��F	���!������
	G�J�P������	[���
���)���P���J6���������	
V + �-���D�����������������)!���	
L%�D� ���#� ���=�76F�P¨����)V
w � >9� C � w����7	��Pw��7�7�2Ve�~��
�
9�%:���~w �(O"��L

� ��� ¶ L�t�����&������)��,�	�!7�fLP�Z�)���P���E6��������D&��
�!79��:!7	��-����!7�����P&R�����
�P���-��	J	���!������
	G�F�P������	
L$����¨���¥:�7§Y� 4N�a��£ ���	�SV
�5O >Gw C � w �7�������7	 V��"����$P����WQw$� ��w7L

� ����QL�t�����&�95�������P&%�1L�g����?KG���fL:t���%:!7�����
�
�^��������	J����&M�����
�-�
$�	��	J������9�� ��!�(7��&M���� + !���,5!7� ����9��)�
������!7�D����67!����-����9�	
L
����¨���¥:�7§e� 41�a��£ ���	�SV��7	�>c� C � ¬7�7��� ��w�¬2V ��$��-WSw �5O7��L

� O���QL ¶ !2!�& �������fL:�Z�)���P���E	���P��������!���	F����&4�P�����������
�e�:!���W 6�!7�
�����)����67$��)�����)!��^L�y|�&�\������£�£���¢�¥ � ¦�� 4N�a��£���'��a� ���	�� � 6E� ��¦�¢a¨ 6 ��¥ �^��£����#�M� 4(�=�76E��¨ �?¢a¥ � V��P��6��
	E¬��"�)� ¬2w � L_J��QV*��
WAw �7�"��L

� ���N�HL��7����6 V,+HL *v�pL �F$P����6�V�����&���L-�J$���&��
��	G���
�������L�E��������������������^�
���
!�& ��&4�������4(���� + 	�<�!��E�������4d�$����W
����!2��
	�	�����6 � _F�R!7� ���)95���^9�!�& �
�f����&R�-��	[�:���<�!���95������
�
(�����$P������!7�^L �/.0.1. ���G��¥�¦��"��?¢?��¥�¦#��¥�21¥P��¤[§)£�� � £���¥���#���v�3.\¥ � ¢�¥:£�£���¢�¥ � Vew
��>c� C � 	7� ��� 	"�7��VZw �7�5O L

�-w
���1��L��7!7����	�!��^L��Z]���)����F���)6�!����-����9�	�<a!��F	���!������	G�F��������	J���
	��P����	��1���� + !���,�	
L�����¨���¥P�7§�� 4N�a��£ ���	�SV�� 	�>Gw C � w4��w�� V
�"��� $�����WAw �7�7��L

�-w�w�#��L��N���
���fV:U:L-�F��! V*QL,�E��$����^V�����&DU'L�U�$�%�����95�����z���^L
tP��	G����J	���!������	G��*X�������D����67!����-����9�	[<a!��J���)���P���J6���������	
LPyX�
�\������£�£:��¢�¥ � ¦#� 4E�a��£5�76��a� ���	�V� � 6E� ��¦�¢a¨ 6 ��¥��^��£������M� 4
�=�76F�P¨��?¢�¥ � V��P��6��
	F�7�)���"�2L'_J��QV*��
WAw �7�7	�L

�-w����5�1LPf�)� ��!7�4���P&8�#L�g����?K����fL:_B	��
�P��������!��J�����!����
9`<a!��
���)���P���J6���������	
L �D� ���#� � �i�"�:§��$�Q���a��VP�7� � w�������w/O ��VYw �7�7� L

�-w
���HU'LPU ���
,��P����V�_1L�t������������V�����&�9FL ¶ !�W����?L����������)�������������)!��
�����7& �*v!��'	[��������������������������^	���!������	G�F�������4����67!���������9�	
LPyX�
QLPU ����!7���^����&�_#L7:=!7��	�����&'VP��& ����!���	
V%���D�&; <>= 

�\������£�£:��¢�¥ � ¦H� 4~�a��£3?��a����¥��X£���¥P���?¢c��¥P�7§ � � 6E� ��¦�¢a¨ 6 ��¥
� ��¡���¥:��£�¦1¢�¥ �7� ���?¢c�7§ �#���v�p����¦£�¦�V'("!��)$�9��Hw��7�"�8!�<1@�£���?¨���£
�N���X£�¦N¢�¥ �=�76F�P¨��X£�� �P�¢v£�¥:��£�V��P��6��
	��7	��Pw7w�w7L
U � ������67����*A:=����)��6 V^w$� �7��L


