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Abstract:
For many circuit design problems, it is imperative to carefully study the effect of physical implementation constraints. Under some circumstances, it is very difficult to fabricate wire crossings. In this paper, we introduce a crossing elimination model based on a node duplication method and we want to minimize the number of duplication. We relate it with an artificial problem, called the maximum simple sharing problem. First we prove it is NP-hard, then we show that a simple greedy algorithm can achieve an approximation factor of 3. We then introduce the maximum disjoint simple sharing problem, which is naturally a 2-approximation of the maximum simple sharing problem, and show that it can be solved optimally by reducing to the perfect matching problem in a series of carefully constructed graph. At last, we further improve the approximation factor to 12/7 with a local search technique.
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摘  要:
对于很多电路设计问题，很多物理实现的限制是必须要仔细研究并处理的。在某些条件下，线路交叉是非常难以实现的。本文中，我们介绍了一种基于复制结点的消除线路交叉的模型，该模型向我们提出了一个优化问题，就是最小化结点复制的数量。我们同时提出一个自定义问题“最大简单共享问题”，并证明最小化结点复制的数量与最大共享问题是等价的。我们证明的最大简单共享问题是NP-hard的，然后我们给出了一个简单的贪心算法，并证明该贪心算法的近似度为3。然后我们引入一个“最大互斥简单共享问题”，该问题是最大简单共享问题的2-近似。我们将其转化为在一系列图上的完美匹配问题，使得该问题可以在多项式时间内完美解决。最后，我们在最大互斥简单共享的基础上，用局部搜索的方法将近似度提高到12/7。
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1   前言

在一些电路设计问题中，实现线路交叉不是不可能就是非常昂贵。例如在分子级量子元胞机(quantum dot cellular automata，QCA)线路中[1,3,4]，想实现线路交叉对化学家来说是非常困难的事情（至少目前来说）[5]。因为QCA线路的逻辑操作和数据传输是通过库仑作用而不是电流。有大量的关于设计QCA设备的研究工作(例如：[1,2,3,4])。消除线路交叉在二元决策图表（Binary Decision Diagram，BDD）的物理综合中也有应用。无线路交叉的有序的BDD可以被用来克服由Cao和Koh提出的计时封闭问题[6]。另外还有许多关于在电路布线中最小化线路交叉数的理论与实际应用的研究工作，如[9,10]。
在我们的模型中， 线路可以表示成一个二分图G(U,V;E)。数据从U中的结点被传输到V中的结点。U和V中的结点都被安排在两条平行的直线上，一条安排U中的结点一条安排V中的结点，线路必须从两条直线之间的区域经过。我们只能够复制U中的结点来消除线路交叉。另外我们可以指定U和V中结点的顺序。还有一个约束：被复制出来的结点的连接能力是有限的，这样一个结点只能连接V中的一个结点，但原来的U中的结点可以连接任意数量的V中的结点。在很多实际情况下，我们只复制原始点的一部分功能，因此要求这个约束成立[5]。图1(a)(b)是我们基于复制结点方法来解决线路交叉问题的一个实例。结点复制的代价一般很大，因此我们的目标是最小化结点复制的数量。
本文的第2节中，我们引入了最大简单共享问题（maximum simple sharing，MSS），并且证明最小化结点复制的数量和MSS问题是等价的。然后我们专注于MSS问题。在第3.1节，我们证明MSS问题是NP-hard的。因此该问题不可能在多项式时间内得到最优值，除非P=NP。因此我们将目标放到设计多项式时间的近似算法上面。首先我们回忆一下近似度的概念。我们称一个最大化问题有α-近似，如果存在一个算法，使得该问题的最优解最多是算法得到的解的α倍，同时我们称这个算法是该问题的一个有α近似度的近似算法[8]。本文第3.2节中，我们给出了一个简单的有着3倍近似度的贪心算法。在第3.3节，我们引入了一个被称为最大互斥简单共享的问题。该问题的最优解是MSS问题的一个2-近似，并且有趣的是，通过构造一组图，并且在这组图上求完美匹配问题可以在多项式时间内解决该问题。在第3.4节，我们应用局部搜索的算法将近似度最后提高到12/7。在文章最后，我们总结了我们的工作并提出了进一步的研究方向。
需要指出的是我们的问题是在[5]中提出NDCE问题的一个变种。
在他们的模型中，他们也是通过结点复制的方法来消除线路交叉，但他们的前提假设是被复制出来的结点和原结点具有一样连接能力。他们将问题等价成一个称为最大共享问题（maximum sharing problem）[5,11]。该问题和我们这里提出的最大简单共享问题很类似，这个问题也是NP-hard的。但两个问题的组合结构有本质的不同，因此在设计近似算法方面用到的方法也是完全不同的。最大共享问题可以通过一种类似图的路径覆盖的方法得到一个3/2近似度的近似算法[11]。

2   最小化结点复制个数与MSS问题的等价性

在本节中，我们将引入最小结点复制个数问题和最大简单共享（MSS）问题的形式定义，并证明二者实际上是等价的。
定义1(最小结点复制个数问题). 给定一个二分图G(U,V;E)，最少复制多少个U中的结点，可（在适当指定U和V中结点的相对顺序后）消除G中所有的边交叉？

其中，边交叉是指由于G中的边必须从U、V所在的两条直线间经过，而U、V中结点的任何排列顺序都不能避免有边相交的情况。所谓复制是指在U中加入新结点，且每个新结点只能连接一条边到V。我们说复制结点u，是指在U中加入一新结点u'，连接一条原来连接到u的边，而u则不再连接此边。（见图1(b)）

定义2(简单共享) 给定一个二分图G(U,V;E)，一个简单共享（simple sharing）是两条相邻的边 (u,v) 和 (u,w)，这里u∈U且v,w∈V。
例如一条两端点在V中的长度为k的简单路包含k/2个简单共享。 以后我们用 ((u,v)(u,w)) 来记一个简单共享。
定义3(最大简单共享问题)

[image: image1.png]


给定一个二分图G(U,V;E)，找到一组两个端点在V中的点互不相交的简单路，使得这些路中包含的简单共享最多。

图1（c）中显示了一个图中的两个简单共享。

为方便起见，以后我们提到一条路时，都是指两个端点在V中的路。

我们有时称U中的结点为上结点，V中的结点为下结点。

下面我们来证明这两个问题的等价性。

不失一般性，我们假设图G中每个结点的度数都是大于等于2的。

事实上度数为1的结点可以很容易的被插入到最后布局的某些地方而不引起线路交叉。因此给定一个图时，我们可以先去掉度数为1的结点，当布局完成时，再插入度数为1的结点。

定理4. 给定一个二分图G(U,V;E)，其中每个顶点的度数都至少是2，则有：存在一个MSS问题的解包含m个简单共享，当且仅当我们能够通过复制|E|-|U|-m个U中的结点来消除所有线路交叉。

证明: 记这个无交叉的线路布局为G'(U',V';E')。U'包含|U|个原来的结点和后来加进去复制的结点。V'中的结点与V中一样。一方面，我们可以看到，若所有U'中的结点的度数都为1，则（适当排序后）一定无交叉。所以我们可以平凡地通过复制|E|-|U|个结点来解决问题，即对于每条边都对应一个 U'中的结点。因为原来有|U|个结点，那么我们需要复制|E|-|U|个结点。这样U'中的每个点的度数都为1。但是显然这不是最优解，因为原来的|U|个结点可以有更强的连接能力，因此我们可以让他们连接更多的点来减少结点复制的个数。现在，如果在G中有m个简单共享，我们可以将这m对V中的点连续地摆放，使得相邻的点有一个U'中的公共邻居，即出现一个简单共享。一个简单共享可以减少一个复制。所以我们共可以减少m个复制。注意到这m个共享是MSS问题的解，而解中属于不同简单路的共享没有公共结点，故仍不存在交叉。欲证另一方向，首先我们看到：

观察5. U'中的结点度数至多为2。

这是因为我们不能复制V中的结点且V中点的度数均大于等于2，所以，若U'中有一点度数大于2，则肯定会出现线路交叉。

如果G能够通过复制|E|-|U|-m个U中的结点来消除所有线路交叉，则必存在m个度数为2的上结点（由观察5）。另外，我们很容易发现若3个共享有一公共下结点则必产生交叉，所以由这些度数为2的上结点所形成的m个共享必构成MSS问题的解。
□

如图1(c), G中有2个简单共享，我们通过复制了|E|-|U|-m=7-3-2=2个结点消除了所有的线路交叉。现在最小化结点复制与MSS问题的等价性已经由定理4建立起来了。
下面一节我们将专注于解决MSS问题。

3   最大简单共享问题

首先我们证明MSS问题是NP-hard的。然后我们给出一个简单的贪心算法，并证明它能够达到3的近似度。然后我们引入一个称为最大互斥简单共享（maximum disjoint simple sharing，MDSS ）问题。该问题的最优解是MSS问题的一个2-近似。我们将设计一个多项式时间算法最优的解决MDSS问题。最后我们用局部搜索的方法将近似度提高到12/7。

3.1   MSS问题是NP-hard问题

定理6. MSS问题是一个NP-hard问题.

证明: 我们先给出MSS问题的判定问题版本：给定一个二分图G(U,V;E)和一个给定的参数k,问是否存在一系列点不相交的简单路，它们包含至少k个简单共享.我们将著名的NP-Complete问题哈密尔顿路问题（Hamitonian Path Problem）[7]规约到该问题。哈密尔顿问题是这样的：给定一个图G(V,E)，是否存在一条简单路通过所有结点一次且仅一次。现在我们来构造一个MSS问题的实例G'(U,V;E')。对于G的每条边，我们将其打断成2条边，并插入一个新结点连接这两条边。令V为原图G的点集，U为新插入点的集合，我们容易看到G'是一个二分图，因为每条边的一个端点在V中，另一个端点在U中。一个关键的观察是G有一条哈密尔顿路当且仅当G'有|V|-1个简单共享。另外，G'最多有|V|-1个简单共享。因此，我们令参数k=|V|-1，即完成了证明。
□

3.2   一个简单的贪心算法：3-近似

我们先给出算法描述，然后在定理7中分析它的近似度。

算法1（贪心拓展）.

初始时，记所有结点为未被使用过的结点。

不断进行下面的操作直到什么都不能做为止：

    在由所有未被使用过的结点诱导的子图中，选择一个V中的结点v，

    向两个方向任意拓展一条简单路径，直到不能拓展为止。

    将这条路径上的所有点标记为使用过的结点。

定理7. 对MSS问题，贪心拓展算法能达到3倍的近似度。

证明: 当算法停止时，原图的点集很自然的被划分为四部分，A,B,C和D，这里U=A∪B, V=C∪D并且A和C中都是使用过的结点。显然B∪D诱导的子图不包含任何简单共享，否则算法能够继续拓展而不会停止。我们称算法找到的每条路径的两个C中端点为外点，其它C中的结点为内点，而D中的结点为无关点。记OPT(G)为MSS问题的一个最优解。记|OPT(G)|为最优解的值，即包含的简单共享数，也即OPT中上结点的个数。

由上面的定义，贪心算法得到的简单共享的数量为|A|，所以我们的任务就是证明 |OPT|≤ 3|A|。为方便起见，我们权且用B∪V来代表B∪V诱导的子图。首先，注意到|OPT(G)|≤ |A|+|OPT(B∪V)|，这是因为这两个最优解可能会有点的相交。假设我们拓展了m条路径，我们将证明|OPT(B∪V)|≤ 2|A|-m ≤ 2|A|，因此有 |OPT|≤|A|+|OPT(B∪V)|≤ 3|A|，这样就可以完成证明。

现在来证|OPT(B∪V)|≤ 2|A|-m。首先我们看到：

观察8. OPT(B∪V)中的任何共享的两个下结点必为两种情况之一：

1, 为同一条路的两个外点

2, 至少有一个是内点

如果一个是外点一个是无关点，或者是两个属于不同路的外点，则贪心算法必已经拓展了此共享，故不可能属于OPT(B∪V)。

观察9. C中共有|A|-m个内点。

前面我们假设贪心算法的解中有m条路径，所以|C| = |A| + m；|A|-m个为内点，2 m个为外点。

由于只有m条路，OPT(B∪V)中至多只有m个共享是第一种情况。其余的共享的两个下结点必有一个是内点，也就是说，每个内点至多“贡献”OPT(B∪V)中的2个共享；又因为C中只有|A|-m个内点，所以其余的共享顶多只有2(|A|-m)个。综上，OPT(B∪V)至多包含2|A|-m个简单共享，即|OPT(B∪V)| <= ≤ 2|A|-m。
□
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作为一个具体的例子，我们来看图2。其中A={u2,u3,u5}，C={v1,v2,v3,v4,v5}。粗线部分是贪心算法得到的解，共有2条简单路，故m=2，故|C| = 3 + 2 = 5，其中3 - 2 = 1个为内点（实心圈），2× 2 = 4个为外点（空心圈）。虚线部分则是OPT(B∪V)，而|OPT(B∪V)|=3 < 2×3-2。
关于算法的效率，我们易得到以下结论：

定理10. 贪心拓展算法的运行时间是O(|E|)。

证明: 关键是注意到，在算法运行过程中，每条边最多被访问一次。这是由于，当我们的算法在考察某一上结点是否可拓展时，一旦发现一相邻的未访问下节点，便会立即拓展路径，并标记为已访问；下次该上结点再被访问时，只可能是通过一条未访问过的边，且由于该上结点已标记为已访问，故不会在继续考察它的邻边。另外，算法的初始化所需的时间为O(|U|+|V|)；又|U|,|V|≤|E|，故为O(|E|)。
□

在下文中，我们称一个不能被贪心拓展算法直接拓展的解为不可拓展解，即如果不破坏当前找到的路径，不可拓展解不能通过简单的加边使得简单共享数增多。否则我们称一个解为可拓展解。容易看到贪心拓展算法得到的为不可拓展解，且我们可以用贪心拓展算法在多项式时间内将任意一个解拓展为不可拓展解。

3.3   最大互斥简单共享问题：2-近似

我们先引入最大互斥简单共享问题（maximum disjoint simple sharing，MDSS）。“互斥简单共享”意味着每个简单共享是点不相交的，也就是说要求我们找到一系列长度为2的简单路。如图4的左面，虚线表示了2个互斥简单共享。我们的目标仍然是找到最大数量的简单共享数。很容易看到MDSS问题的最优解是MSS问题的一个显然的2-近似。下面我们介绍MDSS问题的算法。
算法2（MDSS的算法）.
对于每个点u∈U，我们将其分成2个点u和u'，并添加一条权重为0的边将他们连接起来。u和u'邻接的V中的点集和原来一样，且这些边的权重都为0.5。我们称当前的图为G0。然后我们向G0中添加一个邻接V中所有结点的点w1，这些边的权重为0。我们称得到的图为G1。不断的添加这样的点得到G2,G3 ,...,G|V|。我们用图3给出了这个构造的一个例子。按顺序在G0, G1,..., G|V|上运行最大权完美匹配算法。假设Gk有一个权重为Wk的最大权完美匹配（某些Gi将不包含完美匹配，这时我们令Wk=0）。令W=maxk(Wk)。我们可以证明最大互斥简单共享的数量为W。
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我们通过证明一些引理来说明我们算法的正确性。
引理11. 如果Gi有一个完美匹配，u和u'（从原来的图G中的u点分出来的两个结点）或者由边(u,u')来匹配，或者由边(u,v1)和(u',v2)来匹配，这里v1,v2∈V且v1≠ v2。

引理12. 如果Gi有一个权重为Wi的完美匹配Mi，那么G有Wi个互斥简单共享。

证明: 由引理11，如果Mi包含边(u,v1)和(u',v2)，这里v1,v2∈V且v1≠ v2，我们在G中构造一个简单共享((u,v1),(u,v2))。很容易看到我们构造的这些共享是互斥的并且我们得到Wi个这样的简单共享。
□
引理13. 如果G有W个互斥简单共享，则G|V|-2W有一个权重为W的完美匹配M。

证明: 考虑G|V|-2W，我们将从G中的W个互斥简单共享构造出在G|V|-2W中的一个权重为W的完美匹配M。如果G中有一个简单共享((u,v1)(u,v2))，我们添加两条边(u,v1)和(u',v2)作为匹配M的边。如果u∈U(∈G)没有参与到任何互斥简单共享中，我们添加边(u,u')到匹配M中。这样后在V中我们还剩下|V|-2W个没有被匹配的点，但它们恰好可以被|V|-2W个后来加进去的点所匹配。我们容易看到我们加的边形成一个完美匹配且有权重和为W。
□
图4说明了G中MDSS和G1中的一个最大权完美匹配的对应关系。
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我们知道，n个节点的一般图上的最大权完美匹配问题有O(n3)时间的算法。而且，对于在原图基础上加上一个节点和一些与其相邻的边所构成的新图，只需O(n2)时间就可得到其上的最大权完美匹配问题的解。这恰好适用于我们的算法。所以我们有以下结论：

定理14. 对MDSS问题，上述算法可以在O(|U|+|V|)3时间内求出最优解。

推论15. MSS问题存在一个近似度为2的O(|U|+|V|)3时间近似算法。

3.4   用局部搜索算法将近似度提高到12/7

同样的，我们先给出局部搜索算法的描述，然后再分析其近似度。

算法3（局部搜索）.

（步骤1）我们先用上一小节的算法得到MDSS问题的一个解。

（步骤2）我们将当前解拓展成一个不可拓展解

（步骤3）对于每个“孤立的”简单共享（即一个没有被包含在长度大于2的路中的简单共享）((u,v),(u,w))，对每个U中没有被使用的点u'，我们将这个共享的顶点u换到u'（即新的简单共享变成((u',v)(u',w))）。如果当前解为可拓展解，那么转（步骤2）。如果已不存在孤立的简单共享或对于任意一个孤立的简单共享和未被使用的上结点的组合，当前解都是不可拓展的，那么算法停止。

定理16. 上述算法的运行时间至多是O(|U||E|)。

证明: 首先我们注意到，只有不到|U|个孤立的共享可用于拓展。其次，由于在做交换之前步骤2已经将解拓展成不可拓展解了，故可能的拓展只能是通过原上结点的其他邻边来进行的。这就意味着，对每个共享只需尝试一次交换拓展（不管成功与否！）；若失败则换其他的上结点也一样不能拓展，若成功则可接着考虑下一个孤立共享。所以，上述算法顶多拓展|U|次，而每次拓展的时间不超过O(|E|)（由定理10），故定理得证。
□
定理17. 对MSS问题，局部搜索算法可以达到12/7的近似度。

证明: 我们记MSS的最优解为OPT，OPTD为MDSS问题的最优解，我们算法得到的解为SOL。假设SOL是MSS问题的一个β近似，即|OPT|=β|SOL|，显然这里β至多为2.假设|SOL|=(1+α)|OPTD|，即在（步骤2）和（步骤3）中我们添加了α|OPTD|个简单共享到MDSS的最优解中。很容易看到在SOL中，最多有2α|OPTD|个内点和α|OPTD|个长度超过2个简单路径。我们的思路是通过分析|SOL|和|OPT|的关系来得到α和β的不等式，从而用α来限定β的范围。首先，我们将在后面证明
5α|OPTD|≥ (β-1)|SOL|,

(1)

通过将右面的|SOL|替换为(1+α)|OPTD|，我们就得到5α≥ (β-1)(1+α)，所以

[image: image3.wmf].

1

1

6

 

a

a

b

+

+

£
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另一方面，因为 |OPTD|≥ 
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于是我们又有
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由(2)、(3)，
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右边在α=1/6时取最大值，于是就得到了β≤ 12/7。

现在来证(1)式。我们的思路仍是利用OPT中上结点与SOL中内点的关系来进行分析。回忆SOL中的每条路径的两个端点我们称为外点，这些路径中的其它结点称为内点，V中没有出现在路径上的点为无关点。如果OPT中有一个简单共享((u,v)(u,w))，我们称u OPT-连接 v和w，以及v和w OPT-连接 u。
记在U中的出现在OPT中但没出现在SOL中的点集为OPT \ SOL。类似的在SOL中出现但没在OPT中出现的点集为SOL \ OPT。现在我们将OPT \ SOL中的结点分成四类（见图5）。[image: image8.png]o
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种类1：u∈OPT \ SOL OPT-连接到两个外点，且这两个外点是SOL一条长度至少是4的路的两个端点。
种类2：u∈OPT \ SOL OPT-连接到两个外点，且这两个外点是一条SOL中长度为2的路径P={a,b,c}的端点，且b∈OPT。我们断言除了a点和c点，b点连接的所有点都为内点。否则，假设b连接了一个结点d且d不是内点，那么在我们算法的某一个循环的（步骤2）中，我们会将简单共享((b,a)(b,c))交换到((u,a)(u,c))，这样当前解就不是一个不可拓展解了，因为我们可以通过加入((b,a)(b,d))或((b,c)(b,d))来拓展当前解，因此产生了矛盾。现在，我们将u分配给b OPT-连接的一个内点d（如果存在的话）。我们称我们通过b将u分配给d。
种类3：u∈OPT \ SOL OPT-连接到两个外点，且这两个外点是SOL中一条长度为2的路P={a,b,c}的两个端点，且b
[image: image9.wmf]Ï

OPT。
种类4：u∈OPT \ SOL OPT-连接到至少一个内点i。我们将u分配给i。这次，我们称我们通过u将u分配给i。

注意到不会有其它的种类存在，这是因为，如果一个点u∈OPT \ SOL OPT-连接了一个外点v一个无关点w，那么我们就能够加入一个简单共享((u,v)(u,w))来拓展当前解，和我们得到了一个不可拓展解矛盾。
因为|OPT \ SOL|+|SOL|=|SOL \ OPT|+|OPT|，我们可以得到|OPT \ SOL|=(β-1) |SOL|+|SOL \ OPT|.现在，记种类i中的结点个数为ki，则k1+k2+k3+k4 =|OPT \ SOL|=(β-1)|SOL|+|SOL \ OPT|。同时我们可以发现k3≤ |SOL \ OPT|，因此就得到了k1+k2 +k4≥ (β-1)|SOL|.另一方面，前面提到至多存在α|OPTD|条长度大于2的路径，所以k1≤α|OPTD|。现在我们只要找k2+k4的上界就行了，注意到：
引理18. 每个内点可以分配到至多2个OPT \ SOL中的结点。

证明: 考虑一个内点i，它最多OPT-连接两个点a和b。通过观察我们可以发现OPT \ SOL中的至多各有一个点可以分别通过a和b分配给i。并且我们不可能通过其它非a和b的点将任何结点分配给i。
□
我们曾提到至多会有2α|OPTD|个内点，通过引理18，则有k2+k4≤ 4α|OPTD|，所以
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□
4   结论

本文中，我们介绍了一种通过结点复制来消除线路交叉的方法，并证明了最小化结点的复制数量实际上是和MSS问题是等价的。我们证明了MSS的NP难解性，并给出了若干近似算法，我们得到的目前最好的算法能够达到12/7的近似度。该问题是否有更好近似度的近似算法和问题的不可近似性还有待进一步研究。
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Figure 1: (a)原来的二分图G。(b)G的布局。我们复制 u1 和 u2 来消除所有线路交叉。(c)虚线是一个包含两个共享的简单路





Figure 2: 贪心算法可能得到的一个解





Figure 4: G中MDSS和G1中的一个最大权完美匹配的对应关系。


G 中的虚线为MDSS问题的一个解, 而G1中的虚线为一个最大权完美匹配。





Figure 3: Gi的构造





Figure 5: OPT\ SOL中的前三类点








(	Supported by the **** Foundation of China under Grant No.****, **** (基金中文完整名称); the **** Foundation of China under Grant No.****, **** (基金中文完整名称) 脚注文本


作者简介: 李建(1983－),男,河北省青苑人,硕士研究生,主要研究领域为算法与计算复杂性;作者(出生年－),性别,学位(或目前学历),职称,主要研究领域为****,****;作者名(出生年－),性别,学位(或目前学历),职称,主要研究领域为****,****. 脚注文本1






_1231831153.unknown

_1231831577.unknown

_1231832005.unknown

_1231832635.unknown

_1231831703.unknown

_1231831355.unknown

_1231831059.unknown

