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Dam cet article qui developpe une Note (Giraud, G., C. R. Acad. Sci. ParisSir. 
A 276 (1973), 1173-l 175), nous prouvons que, pour n assez grand, tout bicoloriage 
des a&es de K,, contient une proportion de K,. dont les six a&es sont de meme 
couleur au moins egale a &, et que si le nombre de triangles unicolores est 
minimal, cette proportion passe au moins a (5 - 101/*)/64 a 0(x7/*) pres. Nous 
exposons aussi une methode de majoration des nombres de Ramsey binaires- 
bicolores qui fournit p(6,6) Q 169. 

Le nombre minimal de K3 unicolores dans un bicoloriage des aretes de K,, 
a ttt determine exactement par Goodman [6] (voir aussi SauvC [9] et Lorden 
[8]; les apports respectifs sont precists par ErdGs en [2]). Quand n tend vers 
l’infini, on a min M = (:)/4 + O(T?), ou M est le nombre de K3 unicolores 
dans un coloriage, le minimum Ctant pris sur l’ensemble des coloriages. 

Si Q designe le nombre de K4 unicolores, il a et& conjecture [8] que 
min Q = (:)/32 + o(n4). La moyenne de Q sur l’ensemble des coloriages 
est d’ailleurs (,“)/32. 

11 existe six coloriages des arCtes de K4, B un isomorphisme p&s et B un 
tchange des couleurs p&s. Nous dtsignons par Q, Y, Z’, Z”, T’, T” les 
nombres de K4 qui, dans un coloriage don&, sont color& comme indique sur 
la Fig. 1 par leur graphe relatif a une des deux couleurs. Soit une at&e CY de 

Y  2’ 2” T’ T” 

FIGURE 1 
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K, ; on dksigne par ma, b, , c, les nombres de triangles contenant 01 et 
respectivement unicolores, bicolores oh (11 est seul de sa couleur, bicolores oh 
un autre cBt& a la couleur de 01. Nous pouvons former le systkme 

C(T) =6p+ Y 

Z’ + 3T’ 

c(“,“)= y + 22” (1) 

c m,c, = 4Yf2Z’ 

C ba = 22’ +4T” 

Ce systbme est de rang 5, et on ne peut former une nouvelle tquation in- 
dtpendante en utilisant CL et c,” (Si 01 = {i,j}, CL (resp. c:) est le nombre de 
triangles bicolores dont les 2 arCtes de m&me couleur, l’une &ant (II, passent 
par i (resp.j), d’oh c, = ci + ~1). D’ailleurs, 

Le systkme linkaire associ& admet pour solutions 

Q --y Z’ Z” -T’ AT” -=- 1 6 =12z3=4=----’ 
6 

les dhominateurs donnant les proportions des six familles de quadrangles 
dans la moyenne des coloriages. 

En multipliant les Cquations respectivement par 2, 4, 6, 1, 3 et en addition- 
nant, on obtient Q + Y + Z’ + Z” + T’ $- T” = (I). 

QUADRANGLES PAIRS ET IMPAIRS 

Nous appelons quadrangles pairs les K4 qui ont un nombre pair d’arCtes 
bleues, done aussi d’ar@tes rouges. Leur nombre est Q + Z’ + Z”. Les autres 
seront les quadrangles impairs. Le seuil d’apparition d’un quadrangle pair 
est 6. En effet, dans le coloriage sur 5 points sans triangle unicolore, on a 
T” = 5, et si les 15 quadrangles sur 6 points pouvaient ctre tous impairs, le 
nombre total Ab des ar&tes bleues vkrifierait 6Ab = somme de 15 nombres 
impairs (une ar&e appartenant B 6 quadrangles), ce qui est absurde. Addi- 
tionnons les Cquations du systbme aprbs les avoir multiplikes respectivement 
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par 62, 4, -6, -11 et 3. Nous obtenons, en posant Z = Z’ + Z” et T = 
T’ + T”, B &ant le nombre de triangles bicolores, 

(Y+ T-Q-Z)=-32Q+ nq 1 B- lln4+9 M 

Si 0 est un triangle quelconque, nous dksignons par ps et q. les nombres 
respectifs de quadrangles pairs et impairs contenant 8. Nous avons done 
4(Q-cZ>=CPeet4(Y+T)=Cq~. 

Soient 6’ u (i] et 19 u {j} deux quadrangles de parit& diffkentes, et soit 
01 = {i,,i]. Les changements de couleur prCsentCs par les trois paires d’ar&tes 
passant respectivement par i etj et se coupant dans 0 sont en nombre impair, 
et rkiproquement si le nombre de changements de couleur est impair, les 
deux quadrangles sont de parit& diffkrentes. 

Comptant de deux fa$ons le nombre de paires de quadrangles de parit& 
differentes et ayant un triangle commun, nous obtenons 

~PeQ.9 = c [( ;) + G (“rn ; “g] . (3) 

Cette identitk peut s’tcrire aussi sous la forme (3’) et, jointe B (2), permet une 
tvaluation de Q. 

FIGURE 2 
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128Q = (n - l)(;) - (12n + 8) A4 + 2 c [8ma2 - (m,, 

+ c (PO - %A 

3 1 (pe - qs)2 = (6n - 17)(y) - (12~ - 32) A4 + c (n - 2 

Minoration de S = C [8ma2 - (ma - bJ2] 

Nous avons Ctabli en [5] l’identite 

bJ21 

(2’) 

243. (3’) 

c (2~~ -+ cJ2 + 1 (c; - c;)” = (12n - 24) M + 4B. 

Remplacant (m= - b,)2 par (2~72, + c, - n + 2)a, on obtient done 

(4) 

c (m, - bJ2 < (3n - 6) A4 - (n - 6) B, et par suite 

s 3 72MP/(;) - (4n - 12) M + (n - 6)(;) . (5) 

Majoration de S’ = C (n - 2 - 2cJ3 

En vue dune application a la majoration des nombres de Ramsey, nous 
allons supposer que le coloriage vtrifie, pour toute a&e, y’ < c, < 7”. D’une 
facon g&r&ale, on sait que B < ((n - 1)/4)(i), done y’ < (n - 1)/2. Si 
y’ < (n - 2)/2, nous pouvons tracer, a partir du point de la cubique d’equa- 
tion y = (n - 2 - 2~)~ qui a pour abscisse y’ une tangente qui la touche au 
point d’abscisse cO = (3~2 - 6 - 2y’)/4. Si 2B/(3 < c,, < y”, la convexite de 
la cubique montre que S’ sera majoree en supposant que c, = y’ ou c,-, pour 
toute ar&te, le fait que c, n’est pas necessairement entier ne pouvant 
qu’augmenter le majorant. 

- 

FIGURE 3 
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Mujoration de p (6,6) 

p (6,6) designe le seuil d’apparition dune 6-clique darts le graphe bleu ou 
dans le graphe rouge de tout bicoloriage. Le tableau ci-dessous donne les 
meilleurs majorants connus de p (p, q), les plus grands &ant dQs a Walker 
L 101. 

\ 2, Q 3 4 5 6 7 

3 6 9 14 18 23 
4 18 28 44 66 
5 55 94 156 
6 178 322 
7 626 

Dans tout (6, 6)-coloriage des a&es de K,, , on doit avoir en tout sommet i : 
n - 94 < bi, ri < 93, et en toute a&e or: m, 3 43 et n - 138 < cl < 54 
(b+ , ri sont les nombres d’arbtes bleues, rouges passant par i). Nous prenons 
done y’ = 2n - 276 et y” = 108. Nous avons d’autre part (n - 5)/4 < 
3M/(,“) < 43 et 4Q < 17M. La condition y’ < (n - 2)/2 est realisee puisque 
nous nous interessons a n < 177. Nous avons c,, = (546 - n)/4 > 2B/(!J. 
La condition c,, < y” s’ecrit II 3 114. La minoration de S permet d’ecrire (2) 
sous la forme 

544M > 128Q > 144M2/(;) - ( 20n - 16) A4 + (((3~ - 13)(n - 2),/3)(q) 

+ c (PO - qo), 

et la tangente a la cubique au point d’abscisse c0 permet de majorer s’ selon 

S’ < -6(n - 2 - 2c# (2B - (4) co) + (;)(n - 2 - 2~3~ 

= (550 - 3@’ (3M - (n - 138,(l)) . 

Pour n = 169, S’ < 5547M - 57319 (9, d’oh 

c (PO - qo)2 G q! M - y (;) 
et 

544M 3 144M2 
/( 1 

2” - 3364M + y (;) + c (ps - qs). 



242 GUY GIRAUD 

De l’avant-dernike inegalite, puisqu’alors (3 = (3/167)(z), il resulte que 

c (Pe - 48) 3 - (!J(% Mi(3 - gy2. 

Posant x = M/(t), nous obtenons 

144x2 3908x + 82498 < 167 
lj2 

- 
3 3 

(m 3551 x - - 5458 ) 
501 

. 

Dans I’intervalle (41/3, 43/3) auquel appartient X, les deux membres de cette 
inegalite sont fonctions croissantes de x. Pour x = 41/3, le premier vaut 
986 tandis que pour x = 4313, le second vaut 954,29... 11 ne peut done 
exister de (6, 6)-coloriage des a&es de K& , d’ou la 

PROPOSITION. Tout bicoloriage des a&es de K,,, contient une 6-clique 
dam son graphe bleu ou dans son graphe rouge, c’est-h-dire p (6,6) < 169. 

Cette methode ne permet pas d’ameliorer la majoration de ~(5, 5) indiquee 
dans le tableau. Par contre, tenant compte de p(6,6) < 169, nous avons 
obtenu ~(7, 7) < 586. L’utilisation du pro&de en dehors de la diagonale du 
tableau apparait possible mais ptnible et d’efficacite reduite. 11 serait cepen- 
dant possible, vraisemblablement, d’amtliorer ~(7, 6) < 322, deja donne par 
les inegalitts de [3], peutdtre mCme ~(5, 6) < 94 Bgalement fourni par [3]. 

Dans ce qui precede, les sommes S et S’ ont ttC traitees independamment 
l’une de I’autre. Leur traitement simultane &ant compliqd, et de peu 
d’influence sur la majoration des premiers nombres de Ramsey, nous allons 
l’ebaucher pour les grandes valeurs de n et en vue de minorer Q. Introduisons 
les parametres rtduits pa et 6, d&finis par 

pa=&--1 et o1 
n-2 

s = 2(ma - bJ 
n-2 

=2( 2m, + cm _ l 
n-2 13 

p,-+z1-k2c, 
n-2 

Ces parametres verifient 26, - pa < 1, 6, - pa > - 1 et pa > - 1, ainsi 
que2Cpu,=3C6,. 

D’autre part, l’identite (4) fournit 
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I 
FIGURE 4 

On en tire 2s > 12(i) + $9 C pa + n2 x pm2 + 0(n3), puis C (pe - q$ = 
(n3/3) C (JL, - 6J3 + U(n4), et enlin 

32Q - (3 
(2) >-p+p.- ($tr.-4,“+ wY)1’2. (6) 

Tirons-en de suite deux condquences. 
Posons M’ = M/(t), B’ = B/(i) et Q’ = Q/(z). Posons aussi s = C pa/(t), 

d’oh C (/A= - 6,)/(;) = s/3. L a convexitk de la cubique d’Cquation y = x3 
nous montre que C (pm - 8J3/(z) < 2 + $ C (pa - &J/(3 = (1 + s)/4 (voir 
Fig. 5). Puisque s = 3M’ L B’ 2 -3/(n - 2), l’inCgalitC (6) montre que 

32Q’ - 1 3 s + 39 - (1 + s + 0(~~))‘/~/2. 

Done pour s > -3/25, en particulier pour n >, 27, on peut krire 

32Q’ - 1 + 0(n-l) > s + 39 - (1 + s)l12/2, 

oh le second membre est fonction croissante de s. 11 en rtsulte que 

32Q’ - 1 3 -4 + O(n-l), 

d’oh la 
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FIGURE 5 

PROPOSITION. Pour tout bicoloriage des a&es de K,, , le nombre Q de 
K4 unicolores vPrijie Q 3 & (4”) + U(n3), 

et le 

LEMME. Pour n assez grand, s 3 l/5 entraine Q’ > l/42. 

MINORATION DE Q DANS LE CAS ou M’<a 

Dans ce cas, s = O(n-l). On en tire C aa2/(g) = @n-l) puis, comme 
C ~02 = O(n2), et que j C ~~6, 1 < (C pa2)lj2 x (2 8,2)1/2, on obtient 
CpaaSor = O(n3i2). A insi C (p, - So1)2 = C pa2 + O(n3i2). Posons p = C 
p,“/(i), sans confusion g craindre avec pe , et r = C (p. - SJ2/(3. Cette 
quantitk vtrifie done r = p + O(n-1/2), et 1’inegalitC (6) fournit 

32Q’ - 1 > 3p - (1 (pa - SJ3/(y) + O(n-l))“‘. 

Majorons C (pm - kJ3/(3 en supposant connus, en dehors de n, s et r. 

LEMME. Soient trois &eels compris entre - 1 et 1, dont la somme ainsi que 
la somme des car& sont don&es. Le maximum de la somme de leurs cubes 
est obtenu quand les deux plus petits sont kgaux ou quand le plus grand vaut 1. 
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Preuve. Soient a, , up , o, les fonctions symetriques fondamentales de ces 
trois nombres, racines de Equation x3 - uIxa + u,x - uZ = 0. Sont 
don&s a, et uI2 - 2~7,) et il faut maximiser CJ~(~J~~ - 24 - uZuI + 3u, , 
done Us . On est ramene a un probleme resolu (voir [5]). 

Permettons aux (9 nombres &, - 6,) de prendre des valeurs reelles quel- 
conques entre - 1 et 1. Chaque fois que nous en avow trois strictement 
inferieurs a 1 et dont les deux plus petits sont differents, nous pouvons, en 
conservant leur somme et la somme de leurs car&s, les modifier pour aug- 
menter la somme de leurs cubes. I1 s’agit de maximiser une fonction con- 
tinue definie sur une partie fermee de [- 1, l](i). L.e maximum existe done et 
est atteint. Au maximum, il est impossible, d’apres ce qui precede, que les 
(JL~ - 6,) prennent plus de deux valeurs differentes de 1 et que la plus grande 
de deux telles valeurs soit prise plus dune fois. Nous avons done a considerer 
les distributions 

(i)(y) = ‘4’ (i) + A” (Z12) + ‘4” (Zrn2) t 

avec A” = 0 ou 1, et A’ + A” + A” = (3. 
Nous voyons done que C (JL, - S,J3 < A’ + A”Y3 + 1. Du systbme, 

A’+A” = ; + O(1) 0 

A’ + A”x” = U(n) 3 

A’ + A”X”2 = (3 p + O(n3’2) 

on tire, a O(n-lfa) pres, 

x” = -p, A’/(3 = p/(1 + P), et ‘4°K) = l/(1 + PI, 

d’oh 

c (Pm - &J3/(;) <PO - P) + aIn-1’2>, 

d’Oh 

32Q’ - 1 3 3p - (~(1 - p) + 0(r112))l12. 

Or 3~ - (~(1 - PN II2 est minimal pour p = (10 - 9W/2)/20 = 0,0256.... 
Done, pour p > 5.10-a, 32Q’ - I > 3p - (~(1 - p))l12 + O(n-112) le cas 
oh p est voisin de 1 s’ecartant facilement, d’oh 32Q’ - 1 > (3 - 101j2)/2 + 
@n-112) = -0,081... + O(T~/~). Si p < 5.1O-3, on peut krire, pour n 
assez grand, 32Q’ - 1 > 3p - (6.10-s)“12 > -0,078. On aboutit ainsi B la 

582b/27/3-2 
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PROPOSITION. Pour tout bicoloriage des a&es de K,, oic moins d’un quart 
des triangles sont unicolores, Ie nombre Q de K4 unicolores est minor6 selon 

Q > (5 - 101/2)(;)/64 + O@Z’/~). 

Ainsi, pour n assez grand, Q’ > (34, 83)-l. 
Pour les coloriages de Greenwood et Gleason, qui entrent dans cette 

categoric, Blanchard, utilisant les theoremes de Hasse [7] et Weil [ll], a 
calcule (communication orale) le nombre de KC unicolores qu’il a trouvt 
egal a (:)/(2(:)-l) + O(nc-li2). Pour c = 4, on trouve ainsi (:)/32 + O(n7j2); 
notre minorant ne peut done &tre beaucoup ameliore. 

Pour ces coloriages, notre methode fournit aussi, puisque pLa = O(n-l) et 
6, = @n-l), le resultat 32Q’ - 1 = O(K~/~). Plus prtcidment, l’incertitude 
sur Q y est don&e par 1 32Q’ - 1 1 < (1 + o(l))/n’l”, ce qui est deux fois 
meilleur que ce que donne le theoreme de Hasse, dont l’avantage est constitut 
par le fait qu’il donne une estimation du nombre de K4 unicolores passant par 
tout KS . 

Soit en effet F, (corps fini oh n, congru a 1 (mod 4), est une puissance d’un 
nombre premier) l’ensemble des sommets de K, , et p = (0, 1, a} (2 ne pas 
confondre avec le parametre ~3 un triangle unicolore quand les a&es sont 
colorees selon la methode de Greenwood et Gleason (a et a - 1 sont done 
des car&). Les x E F, qui sont sommets de K4 pairs passant par p sont 
caracterises par l’existence de y E F, , non nul, tel que x(x - 1)(x - a) = y2. 
Le premier membre n’ayant pas de racine double, le nombre N des solutions 
(3 de cette equation verifie / N - n 1 < 2n1i2 [7]. Designons par qU , y: , z; , 
ti les nombres de K4 passant par p et qui ont respectivement 3, 2, 1, 0 a&es 
ayant la couleur (bleue) de p (voir Fig. 1). Ces parambtres vtrifient le systbme 

4u -+ z’ 
39, + 2Y, t z: 
39, + lY, 

= (N - 3)/2 
= 3(n - 5)/2 
= 3(n - 9)/4 i 

dont la seconde equation 

z; + 3t; = 3(n - 1)/4) 

s’obtient en comptant les a&es bleues passant par les sommets de TV, la 
troisieme en comptant les triangles bleus passant par les cot& de p et la 
derniere en comptant les triangles ayant deux cot& rouges et le 3C dans p. 
Puisque qU + y,, + .zk + tJ = n - 3, ce qui resulte d’ailleurs des trois 
dernieres equations, on en tire qU = (IV - 15)/S, d’oti 1 32Q’ - 1 I < 
(2 + o(l))/n’l”. 
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UNE MINORATION DE Q DANS LE CAS G~~N~RAL 

Eu tgard aux rhltats pr&dents, nous supposons dksormais 0 < s < 0,2. 
Du syst2me 

‘A’ + A” = ; + O(1) 
0 

A’ + A”? = ; s/3 + O(1); 0 

A’ + A”x”~ = ; r + O(1) 
0 

on tire, B O(K~) prks 

y - 3r - s 
i( I- 

9r - s2 
s-3’ 

A’ ; 
9r - 6s + 9 ’ 

et A)‘/(i) = ,r(‘ss~ 9 , 

et on en dtduit 

D’autre part, C aU2/(!J < 4s/3 + O(n-l) entraine 

I c 4G)l < 2(p(s/3 + O(~I-~)))~/~. 

On en ddduit 

et il vient 

r < (2(s/3)‘/” + p1/2)2 + O(H--~/~), (7) 

32Q’ - 1 > s + 3p - (D/(9 - 3s))li2 + O(n-1/2), 

D = (9 + 3s) r - 9r2 - s2. 
16’) 

A s et p don&, s + 3p - (D/(9 - 3~))l/~ est fonction dkroissante de r tant 
que r < (3 + s)/6; on le minore done, 

(a) si (2(s/3)‘j2 + p1/2)2 > (3 + s)/6, en prenant r = (3 + s)/6. Ensuite, 
on minore p par (((3 + s)/6)l12 - 2(~/3)l/~)~ qui, pour s < 0, 2, est sup&&r 
g s2 comme il se doit. 11 vient, 2 O(IZ+~) prbs, 

32Q’ - 1 > (11s + 3)/2 - 4((3s + ~312)“” - (1 + s)lj2/2; 

le second membre est fonction convexe dkroissante de S, ce qui donne 
32Q’ - 1 > -0, 2104... + O(n-li2) pour s = 0, 2, 
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(b) sinon, en donnant a r sa plus grande valeur permise par (7). Alors, 
p = r + 4s/3 - 4(rs/3)1/2 + O@Z-~/~), et il vient 

32Q’ - 1 > U + O(n-l14) 

U = E - (D/(9 - 3s))li2 

E = 5s + 3r - 12(rs/3)‘12. 
(6”) 

La plus petite valeur de U que nous ayons obtenue, correspondant a Q’-l = 
45, 753..., est -0, 30059...; elle est don&e par s = 0, 119 et r = (2(s/3)‘12 + 
s)“. Des valeurs de Q’ inferieures sont a chercher necessairement dans ce 
second cas. 

Dans le plan des (i), les courbes E = Cte sont des arcs d’ellipses homo- 
thetiques dans des homothtties de centre (i), tangentes aux axes, centkes en 
E/6 (3, les points oh la tangente est parallele a l’axe des s verifiant r = 25x/12 
(ou r = 0). 

Les courbes D = Cte sont des ellipses homothetiques dans des homo- 
theties de centre & (3, qui est aussi leur centre commun, dont les points les 
plus “bas” a tangente parallele a I’axe des s verifient r = 2s/3. En effet, 
D = 3 - 3(1 - ~)~/4 - (3r - (3 + ~)/2)~. Nous allons Ctablir que le 
systeme 

(2(s/3)l’” + s)~ < r < (3 + s)/6 

o<s<o,2 
(8) 

entraine U > -7123, et done Q’ < l/46. 
La Fig. 6 represente la region definie par le systtme ci-dessus. 

La droite r = 25s/12 coupe la courbe r = (2(s/3)‘12 + s)~ pour s = l/12. 
Ajoutons que cette derniere courbe est convexe et verifie r 3 4s/3. Dans la 
region a explorer, D est inferieur a la valeur qu’il prend en ($,,), soit 2, 52. 
Done, la condition U > -7123 y est realiste dts que 

E > (2, 52/S, 4)li2 - 7123 = El = 0,2434 par exds. 

Or l’arc E = El coupe I’arc r = (2(s/3)‘/” + s)~ en un point oh s est racine de 
3s” + s = E1, plus precisement en le point ob 

s = s1 = ((12Er + 1)lj2 - 1)/6 = 0, 1634 par excb. 

Cette valeur &ant superieure a 1 / 12, il est clair que, dans la region restant a 
explorer, ou E < El , D sera major6 par la valeur qu’il prend en c;$q). Ceci 
explique la methode que nous allons utiliser pour restreindre de plus en plus 
la region douteuse (voir Fig. 6). 
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FIGURE 6 

Les calculs qui figurent sur le Tableau 1 ont BtC effectues a la calculatrice 
HP 35. Les formules utilisees sont 

s, = ((12& + l)l/2 - 1)/6, 

D, = (9 + 3s,) r, - 9rs2 - sa2 et 
I, = (2(~,/3)1’2 + ~32, 

En+, = (D,,/(9 - 3~,))l/~ - 7123. 

D, y est fonction croissante de s, et de r, , et E,,,, de D, et de s, , ce qui 
justifie que les resultats soient donnts par excb. 

Pour les operations qui interviennent, le constructeur garantit le resultat 
avec une erreur maximale de &l sur le dixieme chiffre significatif. Dans nos 
calculs successifs, nous supposons systtmatiquement que les valeurs qui 
figurent sur le tableau sont exactes pour la suite des calculs; il en resulte que, 
dans toute l’etendue du tableau, les resultats de la machine sont exacts a 
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&10e8 p&s. Nous les arrondissons par exces en leur donnant quatre deci- 
males, ce qui, en I’occurrence, couvre I’erreur prkckdente. 

La methode tombe en dtfaut dts que s, < l/12, car la position relative des 
tangentes au courbes E = E, et D = D, en leur point d’intersection (;) 
n’est plus tvidente. 

Reste alors la possibilitt que U soit inferieur a -7/23 quand E < E,, = 
0,0917. Supposons que s reste inferieur a 0, 1, done que 9 - 3s > 8,7. La 
condition U > -7/23 sera alors realisee si -(D/S, 7)lj2 > -7/23, done si 
D < 0, 8058 par defaut. Mais, a son tour (voir Fig. 7) cette condition est 

FIGURE 7 

&alike d&s que r < 2(1 - (1 - 0, 8058/3)1/2)/3 = 0,0965..., condition 
elle-mCme consequence de E < 0,6(0,0965...) = 0,0579 par defaut. Reste 
ainsi a considtrer le cas ou 0,0579 < E < 0,0917. Mais alors, U > -7123 
resulte de 0,0579 - (D/S, 7)li2 > -7/23. Ainsi se trouve expliqute la 
methode utilisee pour construire le tableau II. Les formules utilisees sont 

D, = 8, 7(En + 7/23)2 et iA+, = 0,4(1 - (1 - D,/3)““). 

Dans toute l’etendue du tableau, l’erreur due a la machine est au plus tgale 
a f10-8. Nous avons arrondi les rtsultats par defaut en leur laissant quatre 
d&males, la diminution &ant a chaque fois > 10-8. Chaque resultat figurant 
sur le tableau a ensuite BtC suppose exact pour la suite des calculs. Enfin, 
l’examen du Tableau I montre que I’hypothese 9 - 3s > 8, 7 a Cte constam- 
ment respectte. Nous venons ainsi de montrer que U < -7123 exige 
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TABLE I 

n 

1 0,2434 
2 0,2182 
3 0,2038 

4 OJ942 
5 OJ868 
6 0,181O 

7 OJ761 
8 OJ718 

9 0,1678 
10 0,1641 

11 OJ605 
12 0,1569 

13 0,1533 

14 0,1494 
15 0,1451 

16 0,1403 

17 0,1348 
18 0,1281 

19 0,1 I97 

20 0,1083 
21 0,0917 

-5 &a 
___- 

0,1634 
OJ504 
0,1428 

0,1375 
0,1335 
O,I302 

OJ275 

0,125O 
0,1227 
0.1206 

OJ185 
0,1164 

0,I 142 
0,1119 
0,1093 

0,1064 
0,103o 
0,0989 

0,0935 
0,086 1 
0,0749 

D. 

0,3972 2,3229 
0,3579 2,2072 
0,3355 2,1298 

0,320O 2,0715 
0,3085 2,0257 
0,2991 I,9867 

0,2914 1,9536 

0,2844 1,9227 

0,278O 1,8938 
0,272l 1,8665 

0,2263 1,8391 
0,2605 1,8112 

0,2545 1,7818 

0,2482 1,7502 
0,2412 1,7144 

0,2334 1,6736 
0,2243 I ,6247 
0,2135 I,5649 

0,199s 1.4846 
0,1806 I,3711 

TABLEAU II 

0 0 0,8058 
1 0,0579 1,1416 

2 0,085l 1,3195 
3 OJOO6 

0, 1006 ==c E < 0,0917. Le minimum de U sur le compact defini par (8) est 
bien > -7/23. I1 faut maintenant introduire les conditions (voir Fig. 8) 

(2(s/3)'j2 + s)" < r + O(n-ll") < (3 + s)/6 

o,(s<o,2 
(8’) 

On a toujours D < 0,805s * U > -7/23, pour 12 assez grand. On peut 
ajouter alors une nouvelle condition: r > 0,0965. Mais alors, av/ar est 
borne. Par suite, le minimum de U sur le compact defini par (8’) sera encore > 
-7123, a condition de choisir n assez grand. Enfin, en choisissant encore n 
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0,0506.. 012 5 

FIGURE 8 

assez grand, (63 montre que, pour tous les coloriages, 32Q’ - 1 > -7/23. 
On etablit ainsi la 

PROPOSITION. Pour tout bicoloriage des a&es de K,, , le nombre Q de 
quadrangles unicolores est minor&, pour n assez grand, selon 

Remarque. Le minorant de Q’ fourni par le minimum de U dans la 
region definie par (8) n’a aucune chance d’btre le minimum asymptotique de 
Q’ sur l’ensemble des coloriages car I’egalite utilide ( C p$,/(i)l = 2(ps/3)W 
suppose colineaires les deux matrices-colonnes dont les (3 composantes sont 
les p, et les 6,) suppose done que les (2”) points e) sont alignts sur une 
droite passant par l’origine dont l’equation ne peut-Etre que 6 = 2,~~/3, ce 
qui est contredit par le fait que certains doivent &tre sur la droite p - 6 = 1 
et d’autres sur la droite p - 6 = x” = (S - 3r)/(3 - s) < 0. Nous avons 
obtenu une distribution asymptotique des (k), Q savoir 

= OJ7435 ) + 0,82565 (;:!$g ) 
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approximativement, pour laquelle s = 0,083 et p = 0,021, vkrifiant les 
conditions pr&demment &rites (en particulier, les (2) appartiennent au 
triangle fermC de la Fig. 4), qui donne s + 3p - (C(pa - S,)3/(3)1/2 = 
-0,2659.... Une analyse plus poussde, ne s’appuyant que sur ces diverses 
conditions, ne permettrait done pas d’amkliorer beaucoup notre minoration 
de Q’. 

I1 serait intkessant de savoir si cette distribution correspond B la limite 
d’une suite de coloriages; pour ceux-ci, Q’ pourrait tendre alors vers (1 - 0, 
2659)/32 = (43, 59)-l approximativement, ou du moins vers une limite < 
(32)-l. 
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