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3.

Mémoire sur la théorie des nombres.
| (Par Mr. G. Libri de Florence.) |

Introduction.

L'-s géométres qui se sont occupés de l'analyse indéterminée, sont par-
venus par leurs recherches plutét & résoudre des questions spéciales, qu'a
faire avancer Pensemble de la science. Leur méthodes, toujours bornées
au probléme qu'ils voulaient traiter, cessaient d’étre utiles quand on tichait
de les appliquer & des questions plus étendues: bien plus, pour traiter un
probléme quelconque il fallait que les quantités connues fussent données
en nombres; car sans cela, le manque absolu de formules générales em-
péchait de resoudre une équation indéterminée & coefficiens algébriques,
méme lorsqu'elle était du premier degré. De sorte que la théorie des
nombres presquimmobile au milieu des progrés des autres parties de I'ana-
lyse, quelle avait vu naitre et s'élever successivement, s’en trouvait séparée
et ne partageait pas leur perfectionnement commun. Cet isolement, qui
forme la difficulté principales de la théorie des nombres, dépend de la
méthode que lon a suivie jusquici pour mettre en équation les problémes
d’analyse indéterminée; car en exprimant seulement les relations qui doi-
vent exister entre les valeurs des inconnues, on a toujours négligé de re-
présenter par des signes algébriques les conditions auxquelles ces inconnues
doivent satisfaire, afin qu’'elles soient des mombres entiers ou rationnels.
De sorte que ces conditions étant seulement sous-entendues, on ne peut pas
“les soumettre aux régles ordinaires de Palgcbre, et il en résulte un nou-
veau genre d'analyse, dont tout le succés dépend de la sagacité particu-
lisre de chacun des géométres qui le cultivent, sans que les travaux des
uns soient profitables aux recherches des autres. Il y a quelque tems
que nous avons tdché de faire disparaitre cette imperfection, et déja nous
avons montré ailleurs qu'en écrivant en analyse toutes les conditions du
probléme » les questions que I'on appelle indéterminées, deviennent toutes
plus que déterminées, puisque I'on obtient toujours un nombre d’équations
~qui surpasse de l'unité celui des inconnues. Nous réproduisons d’abord ici
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les formules que nous avons données dans cette occasion, pour exprimer
par des séries convergentes le nombre ou la somme des racines d'une
équation indéterminée, et nous y ajoutons de nouvelles expressions. Puis
nous reprenons ce probléme a priori dans toute sa généralité, et nous
montrons comment, en partant des principes les plus élémentaires de I'a-
nalyse, on trouve pour chaque inconnue une équation algébrique dont le
degré est égal & la limite que I'on attribue a linconnue, et qui exprime
la condition que celle-ci doit étre un nombre entier: de sorte qu'ayant
de cette maniére un nombre d'équations égal & celui des inconnues, cn les
combinant avec I'équation qui exprime les relations qui doivent exister entre
les valeurs des variables, on aura aprés I'élimination une équation de con-
dition qui ne contiendra que les coefliciens de I'équation proposée, et les
limites quon aura attribuées aux inconnues. D'ou il résulte que toute
équation indéterminée, est réellement plus que déterminde. Ce résultat
remarquable avait échappé & Euler qui croyait que les équations indé-
terminées, devenaient plus que déterminées, seulement lorsque le nombre
des formes que devaient prendre des fonctions données des variables, sur-
passait celui des inconnues. On explique par li, la contradiction qui se
manifestait entre le nom d’équations indétermindes, et le fait qui mon-
trait que souvent elles n’admettaient pas de solutions: ce qui aurait du
faire soup(;omier quil existait une équation de condition laquelle n’étant
pas satisfaite, le probléme ne pouvait pas étre résolu. Et dailleurs en
partant de la forme des racines des équations déterminées, et en observant
que le nombre des solutions dans une équation indéterminée n’était pas
donné par le degré de I'équation, on aurait pu prévoir que cette équatlon
de condition était une fonction des coefficiens de léquation proposée, et
de la limite que l'on attribuait aux variables.

Les principes que nous exposons dans ce mémoire sont suffisans
pour trouver, directement et sans titonnement, toutes les solutions d’une
équation indéterminée, lorsque la limite que Fon attribue aux variables
n'est pas linfini: mais comme le degré de l'équation de condition aug-
mente avec les limites des inconnues; si I'on cherche toutes Ies solutions
possibles d'une équation indéterminée, on trouvera une série infinie dont il
g'agira d'avoir la somme pour résoudre Ia question proposée. Cette somme
pourra s'exprimer par des intégrales définies, mais Ieur valemr numérique
sera en général fort difficile & calculer; pour en faciliter Ia recherche il
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faudrait recourir & des principes que nous n’avons pas cru devoir exposer
dans ce mémoire, qui a pour but seulement de montrer en général Pesprit
de notre méthode. Cependant pour quwon ne puisse pas croire que notre
théorie nest pas susceptible d’étre appliquée aux problémes particuliers,
et pour montrer de quelle maniére nos formules peuvent se simplifier dans
le plus grand nombre des cas, nous considérons spécialement dans ce mé-
moire les équations qui sont du premier degré par rapport i Pune des
inconnues, et que M. Gauls a appellées congruences.

En donnant d’'abord la théorie générale des congruences nous trou-
vons, que les relations existantes entre les coefficiens des équations algé-
briques et leurs racines, s’étendent aux congruences dont toutes les racines
sont entiéres: nous démontrons de cette maniére les théorémes de Fer-
mat et de Wilson, et beaucoup d’autres propositions nouvelles. Puis en
appliquant aux congruences les principes qui renferment la théorie géné-
rale des équations indéterminées, on trouve les congruences de condition
qui doivent étre satisfaites afin que le probléme soit résoluble: et ces
conditions se simplifient beaucoup, a laide du théoréme de Fermat lors-
que le module est un nombre premier.

En effectuant I'élimination entre les congruences, de la méme ma-
niére que pour les équations, il devient facile d'obtenir le résultat final; et
on trouve ainsi les relations qui doivent exister entre les coefficiens d'une
congruence et le module, afin quelle soit résoluble. Ces relations, qui
gont des congruences de condition, renferment toutes les conditions con-
nues jusqua présent. Nous plagons ici une courte digression sur les con-
gruences & module variable, dans laquelle nous faisons voir qui 'aide de ces
congruences on peut résoudre une classe assez étendue d’équations indé-
termindes, dont les plus simples avaient été traitées par Lagrange.

Pour chercher les conditions qui doivent étre satisfaites afin qu'une
congruence soit résoluble, au lieu de faire I'élimination & l'aide des coef-
ficiens, on peut substituer les racines des congruences réduites & la forme
d'équations déterminées: de cette maniére on introduit les fonctions cir-
culaires dans la théorie des congruences, et on _tr‘ouve'des formules qui
la comprennent toute enticre, Mais ces expressions me sont pas assez
simples pour quon puisse les appliquer avec facilité aux cas particuliers:
par conséquent nous avons dii reprendre ce sujet d'une autre maniére;
et en partant d'une propriété trés=simple de I'équation binome, nous avons
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trouvé des formules qui expriment le nombre et la somme des diviseurs
d'un nombre quelconque, et nous avons formé denx intégrales aux diffé-
rences finies qui donnent le nombre et la somme des racines d’'une con-
gruence quelconque, Ces formules étant appliquées & la congruence du
premier degré, fournissent Iexpression générale de ses racines, qui sont
une fonction trigonométrique des coefficiens et du module: et comme cette
congruence équivaut & I'équation indéterminée du premier degré, on trouve
ainsi les racines de cette équation en fonction de ses coefficiens, ce qui
p’avait jamais été fait. .

Nos formules générales étant appliquées au congruences du second
degré, donnent tous les théorémes connus sur les résidus quadratiques:
on en déduit aussi la maniére de reconnaitre ¢ priori si un nombre quel-
conque est ou n'est pas résidu quadratique d’'un nombre premier donné;
et il en resulte une proposition générale qui renferme la théoréme fon-
damental de M. Gauss,

La formule qui sert de base A notre théorie, et qui établit un rap-
port si singulier entre les solutions des congruences et les fonctions circu-
laires, fournit le moyen de résoudre directement les équations 7 deux ter-
mes. M. Gauss qui a découvert le premier cette résolution par une mé-
thode particuliére, et Lagrange qui 'a ramenée ensuite & sa théorie gé-
nérale des équations, ont supposé la connaissance des racines primitives.
La théorie que nous exposons dans ce mémoire est indépendante de cette
recherche, et dailleurs elle est beaucoup plus simple que les méthodes

trouvées par ces deux grands géométres, qui exigent de trés-longs cal-

" culs pour étre appliquées. On trouvera dans l3 suite de ces mémoires
une méthode générale et trés-simple pour traiter les équations de cette
classe, de mémes que celles d’ou dépend la division en parties égales de
l'arc de la Lemniscate, et beancoup d'autres; et Pon verra alors pourquoi
la résolution de ces équations déterminées se réduit toujours d un pro-
bléme d’analyse indéterminée.

En appliquant notre principe général aux congruence du troisicme
‘et du quatriéme degré, nous avons trouvé des rélations fort remarquables
entre le nombre des solutions de certaines congruences, et les racines de
quelques équations indéterminées du second degré. = Nous avons tiré de
14 des considérations générales sur les résidus cubiques et bicarrés, sur
lesquels on n’avait encore rien publié, en montrant comment l'on devait

Crelle’s Journal 4. M. BLIX. Hf. 1. 8
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modifier les formes: des nombres premiers qui servent de module, afin
davoir des théorémes généraux. On sait que pour avoir tous les théo-
rémes connus sur les résidus quadratiques d’'un nombre premier, il suffit
que la forme linéaire de ce nombre soit donnée. Mais cela est insuffi-
sant pour les résidus cubiques et bicarrés, et il faut que le nombre qui
sert de module soit alors d’'une forme quadratique donnée. -Nous parve-
nons de cette manicre A trouver la forme cubique des nombres premiers
quon wavait jamais considérée jusqu'd présent. On pourrait pousser plus
loin I'examen des formes des degrés supérieurs, en observant que pour
chaque degré le nombre des innconnues doit égaler ou surpasser I'expo-
sant. Le méme chose arrive pour les congruences, et il est digne de
remarque que quand on a déterminé le nombre des solutions d'une con-
gruence, laquelle a autant d’inconnues quil y a d’unités dans Fexposant
qui marque son degré, on aura tout de suite le nombre des solutions d'une
autre congruence du méme degré qui aurait le méme module, mais qui
contiendrait un plus grand nombre dinconnues. Ceest de cette considéra-
tion que nous déduisons un théoréme général sur les congruences de tous
les degrés, qui renferme comme cas particulier un théoréme de Lagrange
sur les congruences du second degré & deux inconnues.

L’analyse succinte que nous venons de donner de notre mémoire
suffit pour montrer la possibilité de déduire d’un seul principe général
toute la théorie des nombres. Nous nm’avons traité ici qu'une classe d’é-
quations indéterminées: mais nous montrerons dans la suite comment on
en peut résoudre un grand nombre d’autres, en appliquant le calcul d’ap-
proximation aux équations indéterminées, auxquelles. il paraissait absolu-
ment inappliquable, mais qui cependant dans ce seul cas fournit des solu-
tions exactes. Et nous fairons voir dans un mémoire particulier, com-
ment Pon peut classer et discuter les trancendantes numériques, telles que
les nombres premiers, les diviseurs des nombres, etc. En liant la théorie des
nombres aux autres parties de l'analyse, il était ‘certain que comme celles - ci
contribueraient & son perfectionnement, elles en recevraient des secours;
et c’est ce que nous montrerons dans la suite de ces recherches & I'egard
des intégrales définies et fonctions circulaires, dont plusieurs propriétés re-
marquables et inconnues jusqu’a présent, ‘découlent de Fanalyse indéterminée.
Enfin nous fairons voir comment la considération des différens. ordres d'ir-
rationalité devient ¢rés-utile dans la résolution des équations numériques.
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Analyse.

Nous avons montré pour la premicre fois, dans le 28° Volume des
Mémoires de I'Académie Royale des Sciences de Turin, quétant pro-
posé de résoudre en nombres entiers I'équation

Q(xyyy2yee.. ete) = 0,
(que nous indiquerons pour abréger par @ = 0) pour exprimer que x, Y,
Zy+. e etc,, doivent étre des nombres entiers, on a les équations
sin x7#=0; sinyx=0; sinzw=0; .... etc.;

dont le nombre est égal & celui des inconnues, et qui doivent exister en
méme tems que Iéquation proposée. Nous avons trouvé encore que le
nombre des solutions entiéres et positives, plus grandes que zéro, de I'é-
quation @ =0, est exprimé, & trés-peu prés par la formule

X=n y=wo z=m
2 2 P . e s e s -—10(x+y+z....+etc.)qz1.

X=1 y"_.“l =1
Sl s’agissait d’exprimer le nombre des solutions entiéres de DPéquation
@ =0, en donnant i x, y,2,.... etc., toutes les valeurs 1,2,3,.00072—1,
on aurait la formule

130 §n y§n z§n. 9 ® ¢ o o o o . e—-l()(x-{-y-{-z....-i—elc.);pl =

X=1 y=1 z=1

. 100 'y
1—10(x+4y+2...+ ete.) 9 H(x+y+z...+etc.)'(p' e

x=n y=n z=n

= = 2....l

a

10
s0 00000 00000000 im(l‘+y+zo-o+etco)a¢aietc.

On pourrait encore faire usage de la formule

x=1 y=1 y=1

x=n y:‘.)‘l I=n 1 B .
xz___, y§x zz, Tttt 14-(10x)* (10y)* (102)>... ... @’

et il serait facile de trouver plusieurs autres expressions semblables, pro-
pres & représenter le mombre ou la somme des solutions de I'équation
proposée,

Le second membre de Féquation (13.) est une série qui finira ton-
jours par devenir convergente, et dont chaque terme pourra -étre calculé
4 laide des formules de la page 9. Mais pour avoir une valeur appro-
chée du premier membre de I'équation (13.) il faut calculer, -dans e se-
cond membre, un nombre de termes qui augmente avec la limite # de
lintégration; de maniére que I'on obtient toujours une expression de de-
gré indéfini, qdi est fonction ‘des coefficiens de T'équation Pa='0, -et dela

8 »
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limite ». Tl faut remarquer surtout que les coefficiens des variables x, y,
Zy «+4. etc., dans le développement en série de lintégrale qui forme le
premier membre de I'équation (13.), sont tels quen calculant un certain
nombre de termes, il ne reste & peu prés que ce quil faut pour donner
le nombre des solutions de l'équation proposée. C'est de cette considé-
ration, et de Pexamen attentif de la nature de ces coefficiens (qui s'exe
priment aussi par des intégrales définies) que Pon pourrait déduire des con-
sidérations qui jetteraient beaucoup de lumiére sur la marche de la fonc~
tion représentée par la formule (13.): mais ces recherches ne sauraient
trouver place ici, et nous les exposerons dans un travail particulier.

Cet apercu suffirait déja pour montrer de quelle maniére on poure
rait réduire la théorie des nombres d I'analyse ordinaire: mais nous allons
reprendre maintenant cette question dans toute sa généralité.

Etant proposée une équation a plusieurs inconnues & résoudres en
nombres rationnels, fractionnaires ou entiers, on pourra toujours la pré-
parer de maniére que tous les nombres cherchés doivent étre entiers et
positifs : puisquen général, si I'équation proposée est de la forme

@ (X392 00 0o etc.) = 0,
et que Fon cherche pour x, y, z, .... etc., des valeurs fractionnaires,
en faisant

I = 21 .
x—xz, y-—yz’ z—zz’gggcetcn,

on aura Péquation

] 1:, ;{’;‘-, —E:—, cesee etc.) = 0,
dans laquelle il ne faudra chercher pour

Xy Loy Yis Yes 21y Zay eeeee etce,
que des valeurs entiéres: et d'ailleurs #'il y avait des solutions négatives
on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous suppodse-
rons par conséquent que ces réductions soient toujours effectuées dans les
équations dont nous chercherons la résolution. .

Soit proposé de résoudre en nombres entiers et positifs I'équation
Q@ (2,9, 2y 0000etc.) = 0

que nous représenterons comme auparavant par @ =0, Avec les métho-
des connues on arréte 14, et on tiche de résoudre cette équation en
s'aidant de la forme particuliére de ses coefficiens. Mais' Péquatiou =0,
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inconnues,
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et n'indique pas que ces inconnues ne doivent recevoir que des valeurs
entiéres et positives: pour exprimer cette derniére condition I'on suppo-
sera d’abord que lon veuille trouver toutes les solutions qui s'obtienneut
en donnant & x des valeurs moindres quune limite donnée ¢; & y des
valeurs plus petites que b; & z des valeurs moindres que c; et ainsi de
suite: @, b, ¢, . ..« etc., étant des nombres entiers et positifs. 1l est clair
qu'a cet effet 'on devra donner & x, y, 2, «.+. etc., toutes les valeurs
comprises dans les séries
w=0,1,2,3,.......a—-1;
y =0,1,2 3 ¢cc000ee. b—1;
2=20,1,2 3 400¢000.c—1;
e co s s 0000 eeseec s e €C
et faire toutes les combinaisons possibles dans Féquation ¢ = 0. On ob-
servera que toutes ces valeurs de x se trouveront parmi les racines de
Péquation
X = o(e—1)(x—2). ... (@—(@—1) = 0;
et que de mémes les valeurs de y et de z seront comprises parmi les ra-
cines des équations
Y=y (y—1) (y—D.eees(y—(6—1)) = 0;
Z=z(:—1)(3—2uee.(3—(c—1) = 0
s e s csecseccsccsssscsescescs e €lc
Les équations précédentes expriment les conditions que x soit un
nombre entier positif moindre que ¢; que Yy soit un nombre entier posi-
tif moindre que 4; et ainsi de suite. Ces équations dont le nombre est
égal & celui des inconnues, étant combinées avec I'équation ¢ =0, four-
nissent toutes les conditions du probléme; de maniére quayant un nombre
total d’équations qui surpasse de Funité le nombre des inconnues, le pro=-
bléme sera plus que déterminé; en éliminant successivement toutes les
inconnues entre ces équations, on aura une autre équation de condition
F=0, qui comprendra les limites @, b, c,.... etc., assignées aux varia-
bles, et les coefficiens de I'équation proposée; et qui exprimera la rela-
tion qui doit exister entre ces quantités afin que le probléme soit réso-
luble. Lorsque l'équation de condition sera satisfaite, et que Ion sera
assuré que Péquation proposé peut étre résolue, on reprendra l'une des
équati_ons & une seule inconnue que l'on a obtenues par I'élimination avant
de parvenir & Péquation F#=0. Soit X, =0, cette équation en x seul;



62 3. G. Libri, mémoire sur la thiorie .des nombres.

en cherchant le plus grand diviseur commun entre X =0, et X, =0, on
aura une équation de la forme X,=10, qui ne contiendra que linconnue
x, et dont le degré sera égal au nombre des valeurs de 2 qui satisfont a
Péquation proposée; et en résolvant I'équation X, =0, on aura toutes les
valeurs de x qui satisfont & I'équation = 0. On pourrait trouver de
méme les valeurs des autres inconnues, qui résolvent I'équation proposée;
et T'on voit que ce principe s’applique encore & la recherche directe des
racines rationnelles d’'une équation & une seule inconnue; car ce probléme
aussi dépend de la théorie des nombres.

Avec la méthode que nous venons d'indiquer, on a seulement les
racines indégales; mais s'il y a des racines égales, elles peuvent se trouver
avec facilité de Ia maniére suivante. Nous supposerons d’abord, pour sim-
plifier Ia question, quil s'agisse d’une équation & deux inconnues seule-
ment; puisque la méthode est absolument la méme lorsque le nombre des
variables est plus grand.

Maintenant soit proposé de résoudre en nombres rationnels I'équation

¢ (@ y) = 0;
et supposons que 2 valeurs rationnelles de = a, correspondent & une
seule valeur rationnelles de y = 4; (7 étant un nombré plus grand que
lunité) en différentiant I'équation proposée par rapport i x, et cherchant
le plus grand commun diviseur A, entre

‘d—'iﬁd_(%ﬁ et Q@ (z,¥)
on aura A =F(x,y), et il y aura un reste R==/(y) qui ne contiendra
plus #, et qui par supposition devra se réduire a zéro. Si l'on fait par
conséquent f(y)==0, on cherchera les racines rationnelles y =5, y =5, ,
y=b,, .... etc., de cette équation, lorsquil en existe, et en substituant
successivement b, b,, b,, .... etc., pour y dans I'expression de A on
aura les équations
F(x,b)=0; F(.z',b).._O F(x,b,)=0; ... . etc
que lon tichera de réduire & la forme (x— )" ==0; et on trouvera de
cette maniére les valeurs multiples de = que T'on cherche.
Si l'on avait identiquement R==0, on trouverait T'équation
A = F(x,y) = (x4 ()™ =0,

qui devrait exister en méme tems que l’équaﬁbn @(x, y) = =0, et {ui en
seralt im factenr: Pon ne pourrait done pas -déterminer de cette manicre
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la valeur de y = &; mais en divisant le polynome @ (x,y)=0 par A, le
quotient Q contiendrait un seule des 2 racines-égales; et en cherchant le
plus grand commun diviseur entre A et O, on aurait I'équation x—J(y)=0.
Nous avons supposé quil y avait seulement 2 valeurs de x =a, corres-
pondantes & une valeur de y==b: mais si outre celles-li il y avait m
valeurs de x égales & ¢, et r valeurs égales a e, etc., il serait facile d’ap-
pliquer encore & ce eas la méthode que nous venons d’exposer.

Soit proposée par exemple I'équation

' —2xy 4+ 29°—1 = 0,
dans laquelle on veuille savoir si parmi les valeurs rationnelles de y qui
la résolvent il y en a une égale a b, et telle quil lui corresponde » va-
leurs de x = ¢; n étant un nombre plus grand que l'unité. A cet effet
on différentiera I'équation proposée par rapport & x, et on aura x—y=0;
puis en cherchant le plus grand commun diviseur, entre ces deux équa-
tions, l'on trouvera x—y pour ce diviseur et 2y*—y*’—1 =0 pour
reste, et comme cette derniére équation est satisfaite en faisant y =1, si
I'on substitue cette valeur dans I'équation proposée, on aura

rr—2x+1=(r—1) =1;
et par conséquent Péquation

*—2xy 4+ 2y°—1=0,

est telle que deux valeurs de x =1, correspondent & la racine y = I.

On voit, par ce qui précéde, quelles opérations il faudrait faire
dans tous les cas; car si Péquation proposée contenait 2 inconnues, on la
réduirait toujours & une autre qui en aurait 2—1 seulement.

Maintenant il et clair que toute la théorie des nombres se raméne
au probléme de I'élimination; puisquil suffirait d’éliminer toutes les incon-
nues entre les équations

Q(@y ¥y Zye-v-ete) =0, X =0, Y=0, Z=0,.... etc.,
que nous avons établies précédemment, pour trouver I'équation de condi-
tion F =0, qui renferme la resolution de I'équation proposée. L’'élimi-
nation générale entre ces équations ne saurait s’effectuer avec les méthodes
connues; il est vrai que l'on pourrait substituer directement les valeurs
des inconnues, mais il serait trés-difficile de résoudre la question par
cette voie. Pour la triiter avec quelque succes il faut recourir aux inté-
grales définies, et specialement aux integrales dont la valeur est indépen-
dante des constantes qu'elles renferment, Mais nous nous réservons de



64 3. G. Libri, mémoire sur la théorie des nombres.

donner cette théorie générale dans une autre occasion, et nous nous bor-
nerons pour le moment & considérer les équations dans lesquelles I'une
des inconnues est ¢levée seulement aux premier degré, et que M. Gauss
‘a nommées congruences; et nous déduirons d'une seule formule tout ce
que Pon savait sur ce genre d’équations, et beaucoup d’autres résultats
nouveaux. Cela nous fournira I'occasion de montrer un exemple des sime
plifications remarquables dont notre méthode est susceptible, lorsqu’on
Papplique aux cas particuliers, et des artifices d’analyse dont il faut faire
usage pour résoudre ce genre de questions.

Soit proposé de resoudre I'équation

14. @(x,5,24s0.0tc.) —pu = 0;
dans laquelle @ exprime une fonction rationnelle et entiére quelconque
des nombres entiers x, y, z, . ... etc., et u doit étre un nombre
entier. 1l est clair que #'il existe des valeurs de x, y, 2,.... ete. plus
grandes que p, qui résolvent I'équation proposée, il y en aura aussi d’au-
tres qui seront comprises entre zéro et p; et ce'seront ces derniéres que
nous considérerons toujours dans ce qui suit, i moins que nous n’indiquions
spécialement le contraire. A présent on sait que I'équation (14.) équi-
vaut, d’aprés la notation de M. Gauss, a la congruence
QX ¥ By e0es etc.) = 0 (mod. p).
En supposant, pour simplifier le probléme, que cette congruence se ré-
duise a la forme
X=a"F+ 44+, ..V 4dp .2+ 4, = 0 (mod. p),
(les coefficiens 4,, 4,, . ... 4, étant toujours des nombres entiers et
p 6tant un nombre entier) si elle a une racine entiére x =¢,, on pourra
toujours la mettre sous la forme (x—a,) X,=0 (mod.p), X, étant un
polynome entier en x du degré m—1; il résulte de li que la congruence
X =0 (mod. p) ne peut avoir, tout au plus, qu'un nombre 72 de racines
entiéres moindres que p, 7 étant le nombre qui exprime le degré du po-
lynome X; et que si elle a les 7 racines entiéres
G,y Ggy G35 ¢ 00 s Gpy
on pourra faire
v X = (r—8,) (r—0,) (T—0;)0s s (—0,) =0 (mod, p),
et on aura les congruences
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a,F+o,+aiceieiit @, = —d4d, (mod,p),

2, a8 80 coveeef 0,0,
{ } + 4, (mod. p),

If

40,0 F 20 ceeeeet a;a,
...."'...l.".l'+etc¢
15, @,0,0;F¢,8,8 000004 0,00,
+ o050, 4 0050500000 F 00050, | = — 4 (mod. p),
..lll.'.l.l...l.l+ etc.

a,a,a;;............am E:!:Am(mod.p).

Dans cette derniére congruence il faudra prendra le signe - si 7 est un
nombre pair, et le signe — si 72 est un nombre impair.

Pour trouver la somme des puissances r"* des racines de la con-
gruence X = 0 (mod. p), on aura des formules semblables i celles que I'on
obtient pour les équations algébriques; car en appellant P, P_,, P_,,
etc., la somme des puissances r™¢, (r—1i)", (r—2)"*, etc., de ces ra-

cines on aura

P4+ A4 P _+ 4P ,iceedrd,=0 (modp)
On peut de la méme maniére transformer les congruences et obtenir leurs
fonctions symétriques. En général étant proposé de trouver une fonc-
tion symétrique donnée @, des racines de la congruence X =0 (mod. p),
qui d toutes ses racines enticres, on cherchera la méme fonction symé-
trique dans I'équation X =0, et en exprimant dans I'équation la valeur

de cette fonction par @ =4, on sera assuré que pour la congruence

on aura = § (mod. p).
Soit maintenant proposé de résoudre la congruence
xP—x =0 (mod. p),
dans laquelle p est un nombre premier. Si Ion cherche uné transformée
en y dont les racines surpassent de Funité celles de la proposée, on aura
y = x + 1, et partant x =y —1; dou l'on déduira
(y—1—(y—1) =0 (mod. p)
et par suite, en négligeant les multiples de p,
yP—y = 0 (mod. p).
Mais commie cette derniére congruence est identique avec la proposée, il
en résulte que celle-ci ayant la racine x = a, aura de méme la racine
£ =a-41, et par eonséquent lautre x = ¢ 4-2: et quen général elle
Crelle's Journal d. M, Bd. IX., Hft. 1. ’ 9
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sera résolue par toutes les valeurs de x de la forme e 4 z; z étant un
nombre entier positif quelconque: et puisque en faisant 2 = 0, on satis-
fait & la congruence proposée, elle aura pour racines tous les nombres
naturels. Par conséquent la congruence

aP7t—1 =0 (mod. p),
aura pour racines tous les nombres 1, 2, 3,.... p—1; ce qui forme le
théoréme de Fermat.

La congruence
x2P'—1 =0 (mod. p),

dans laquelle p est un nombre premier, étant comparé & Pautre
" A" Ay i A, x4, =0 (mod. p),
que nous avons déji considérée, donne
A4, =0, 4;,=0,...0 A, , =0, 4, =—1;
m=p—1; a, =1, ¢, =2, ,... a,, = p—1;
et par conséquent, en substituant les valeurs des racines o,, a,, @5y ++.
«ve @,, dans les congruences (15.), on aura
14+243.cccee.+ p—1 = 0 (mod.p),
1.241.3ceecee+1.(p—1)
t+2.3+2.4.....+2.(}1-——1) = 0 (mod. p),
. (- -

.....I...........I.......'.Ietc.

1.2.30c00e(p—1)+1 =0 (mod. p),

puisque p—1 est un nombre pair *). Cette derniére congruence équivaut
au théoréme de Wilson.

Si I'on voulait trouver un nombre z tel qu’en faisant le produit de tous les
pombres inférieurs & p (p étant un nombre premier) moins le facteur g, on efit

1.2.3....e—DE+1D.cc.(p—1)4+ 2 = 0 (mod. p),
on devrait chercher d déterminer les coefficiens de la congruence
a2 a3 4 Laer ..o+ 2 = 0 (mod. p),
qui a pour racines tous les nombres entiers inférieurs & p, excepté le
nombre g: & cet effet on divisera la congruence
P11 = 0 (mod.p)

par x—g, et le dernier terme du quotient sera le nombre z.

et enfin

%) Si le nombre premier p était égal & 2, p—1 ne serait plus un nombre pair;
mais alors on aurait ldenthuement

141=0 (mod. 2)
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En effectuant la divison Fon trouvera
2Pt —1

-z = Pt g gt a . g7 +g”"’+gp_ = =0 (mod. p),
et puisque g*—1 =0 (mod. p), on obtiendra
xP—t—1

T = g e+ g0+ 570 = 0 (mod. p),

en partant ‘

1.2.30eee(ge—0D) @+ Deeee(p—2) (p—1)+ g™ = 0 (mod. p).
En faisant dans cette congruence g =1, on retrouve le théoréme de Wil-
son qui est un cas particulier de celui-ci.

On pourrait déduire de i tous les théorémes que M. Gauss a in-
sérés dans la troisiéme section de ses Recherches arithmétiques, et beau-
coup d’autres propositions nouvelles. Si I'on prend, par exemple, la somme
des puissances 7™ des racines de la congruence

xP*—1 = 0 (mod. p), - N\
on trouve que, p étant un nombre premier, on aura toujours )
14+ 22+ 3 e (p—1) =0 (mod.p),
lorsque 2 n'est pas divisible par p—1; tandis que si # est un multiple de

p—1, on obtiendra

1424+ 3 ceeee+(p—1) = —1 (mod. P)e

M. Poinsot a démontré que les racines de la congruence
2"—1 =0 (mod.np-1),

dans laquelle np+4-1 est un nombre premier, se déduisent des racines de
I'équation z"—1 =10, en ajoutant des multiples de np—-1 sous les radi-
caux compris dans I'expression de ces racines: mais cette proposition n’est
quun cas particulier d’'un théoréme plus général que nous allons démon-
trer. En effet la congruence

At 42+ 4, = 0 (mod.p),

dans laquelle p est un nombre quelconque, équivaut & I'équation & deux
inconnues

&t At A2t (4, —py) = 0,
dont les racines sont exprimées‘par une formule de la forme
x=0Q (4 ,4s500000dy,y A—pY),
qux se réduit & Pexpression des racines de I'équation
Tt A it At 4, =0,
lorsquon y fait y =0, Si donc vice-versd Fon ajoute des multiples do
p sous les radicaux compris dans l'expression des racines de cette équa- |

Q9
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tion (en écrivaut partout A,—py, au lieu &'4,), on aura Tes racines de
la congruence proposée. :

En appliquant aux congruences ce que nous avons dit en général
des équations & plusieurs inconnues en nombres entiers, on trouve que
toutes les solutions inégales et moindres que p de la congruence

. Q(x, ¥y % eeeesete) = P=0 (mod. p),
sont comprises parmi les racines des congruences

X=z@x—1)x—2eeee.(@—(p—1)) = 0 (mod. p),

Y =yly—1)(y—2)eeeee (y—(p—1) = 0 (mod. p),

Z = 2(z=1)(z—2.ess . (z—(p—1)) = 0 (mod. p),

® 0 ¢ 60 oo 0 s s o0 s 60 s ee e s e e v e e e e lC
et qu'en éliminant toutes les variables entre les congruences
®=0 (mod. p), X=0 (mod.p), ¥=0 (mod.p), Z=0 (mod.p), «.+. etcs,
on obtiendra une congruence de condition qui devra étre satisfaite afin
que la congruence proposée soit résoluble: de maniére quau lieu davoir
Péquation de eondition C =0, comme pour les équations, on aura la con-
gruence de condition € =0 (mod. p), et Fexpression qui aurait dii se ré-
duire & zéro dans le premier cas, devra étre divisible par p dans le se-
cond. Lorsque p est un nombre premier, la question se simplifie beau-
coup, car par le théoréme de Fermat on aura )

z@—1)(x—2.ieees(x—(p—1) = 2" —=x 0 (mod. p),
Yy—DF—2.eee. (y—(p—1) = y*—y = 0 (mod.p),
2(z2—1)(2—Desees (z—(p—1D) = 22— z = 0 (mod. p),

......Q...................'....Ietc"

il

et on devra éliminer les inconnues entre les congruences
' ®=0 (mod. p), aP—x=0 (mod.p), y’—y=0 (mod.p),
P—2=0 (mod.p), coees €lCs,
pour aveir la congruence de condition.
Si dans la congruence
® = 0 (mod. p)
on cherchait seulement Ies racines différentes de zéro, on devrait élimi-
ner les inconnues entre cette congruence et les suivantes
xP'—1=0 (mod.p), y*'—1=0 (mod.p.), 27— 1=0 (mod.p),....etec.,
et comme les racines congrues 3 ‘zéro peuvent se trouver séparément
aveo facilité, nous supposerons, dans ce qui suit, que Fon cherche les ra-
cines différentes de zéro; ce qui simplifiera beaucoup nos recherches.
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Il est clair, d’aprés ce que nous avons démontré sur les fonctions
symétriques des congruences, quétant proposé d’éliminer les inconnues
entre les congruences

D= Q(xYyZyeesssetc) = 0 (mod. p),
D, = Q,(x,¥y3 00000 €tc.) = 0 (mod. p),
D, = Qo(x, Yy Zyeseesete.) = 0 (mod. p),

c s eeces s ecssenssenses s e sblC
on pourra effectuer, 'dlimination entre les équations - ’
P=0, ,=0, D, =0,.....cetc,
pourvu qu ‘au lieu de I'équation F = 0, qui résultera de cette éhmmatlon,
on écrive F=0 (mod. P)
Pour faire quelques applications de ce principe, soit proposé de ré-
soudre la congruence

Ax+4+ B = 0 (mod.p);
il est évident que si4 et p ont un facteur commun, qui ne divise point B,
cette congruence ne pourra pas se résoudre; et comme lorsque ce facteur
commun existe et divise B, on peut toujours l'dter, on pourra supposer
que A4 et p sont premiers entre eux; et en faisant x = B z, on aura
B(4z41) = 0 (mod. p);
et il faudra resoudre la congruence
Az+1 = 0 (mod. p)
Maintenant si Fon décompose p dans teus ses facteurs premiers, égaux
ou inégaux, de maniére que lon ait
p=abcic...n,
on devra résoudre la congruence
Az4+1 =0 (mod.ea.5.cecee.n),
qui se change dans la suivante
Ay—1=0 (mod.a.b.c.‘....n)',
en faisant z = —Yy.
En considérant la cengruence
Ay —1 =0 (mod. w), A
il faudra éliminer entre celle-ci et la suivante y*~*—1=0 (mod. &), qui

équivaut a lautre
. 4= yot—1 = 0 (mod. ¢);

puisque par supposition ¢ est un nombre premier qui ne divise point A:
alors en divisant 4** y*~*—1, par 4y —1, on obtiendra un quotient
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exact; d'od T'on déduira que la congruence
Ay —1 = 0 (mod. p),

y P Aa-—! §F = y‘;
en indiquant par s un nombre entier quelconque: on trouvera de méme
que toutes les congruences
Ay—1=0 (mod.}), 4dy—1=0 (mod.c), .. ... etc,
seront résolues en faisant successivement
y=A=Y,; y=Au"=1Y,; ¢« ... €tc
Il résulte de 1d que la congruence
(AY,— 1) (4Y,—1)(dY;—1)..0.. = 0 (mod.a.b.c.....n),
et par suite l'autre
Y= (A4Y,—1)*(4Y,—1)* (47, --l) eseee = 0 (mod. p),
seront toujours satisfaites: mais la valeur de Y étant composée d’'un nom-
bre pair de facteurs, pourra se réduire & la forme
Az4+1 =0 (modp);
et pmsque cette congruence est résoluble, lautre
Ax+ B = 0 (mod.p),
le sera de méme, et on aura ’
xr = _% ((Au—l .S""'"—i)’(Ab_‘ tl‘—‘——-l)’. ve e (An -1 it ___1)1_1)’

pour une de ses racines; en observant que l'on peut prendre pour S, %, ...
«+ v, des nombres entiers quelconques. En général toutes les solutions
possibles de la congruence proposée seront données par la formule

L (=) (=) e (=) — 2,

dans laquelle 4 est un nombre entier quelconque.

est résolue en faisant

X =

Soit proposé maintenant de résoudre la congruence du second deged
2?4+gx+r=0 (mod2p+41),
2p+1 étant un nombre premier; il est clair que si elle a une racine
x=2A, il y en aura une autre x = B'=—g¢—4, et partant si elle est
résoluble il faudra quen divisant * — 1, par a*<-gx -4 r, le reste soit
divisible par 2p-41. A présent on doit remarquer que si » et 3 sont
les deux racines de I'équation

492 4r =0
s4gxtr =(:tl—-‘¢)(-"""‘p)’

oil aura
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et par conséquent
xP —1 2% —1 xP—1 2% — 4

BFgatr . @—@)(@—F) - @—F )+(a—.5) —a)
En effectuant la division, on trouvera généralement
x%P—1 P —1 2% 1
Frgetr . F—ae—F T e=hHE—a
- »_

= 2P A, 2P} A, & H""+A¢H+ﬂ—1‘a(ﬂxp_;)+a_l_ﬂ(i—: ,
les coefficiens 4,, 4,, «... etc. étant toujours des nombres entiers. Il
faudra, par conséquent, quen réduisant les deux derniers termes au méme
dénominateur, la quantité

g (2 — ) (B —1) — (& — ) (& — 1))
qui sera le reste de la division, soit divisible par 2p—1, et partant .
ﬂep—mp x——aﬁ(‘mp l—azp—!)-}-“_-ﬂ = 0 (mod.2p-+1);
d'ou l’on deduxra les deux congruences de condition

2P o2 — 1
16. -‘?-‘;’—__—Z—f’ =0 (mod. 2p}-1); ag(é’f”—"ﬁ'-:-"g”l) 41=0 (mod. 2p+1).

On voit ici quaprés avoir effectué la division par 3—a, les pre-
miers membres de ces deux congruences pourront toujours s’exprimer d
laide des quantités ¢ et r, puisquils ne renferment que des fonctions sy=
métriques des racines « et 3: et dailleurs il est olair que l'on pourra
toujours substituer au lieu de « et 3, les quantités

—q+V(gP—4r), —q—Y(g*—4r)

Si dans la congruence

24 grtr=0 (mod2p+1),
on fait ¢=0, r==—s; on devra dans les congruences (16.) faire 24-3=0,
et partant & =—(3; mais on a aussi B = y's, a =—y'5, B—2=2Vs,
fa=—s; par conséquent les deux congruences (16.} se reduiront aux

suivantes

L’.‘_;.;Ei-—o (mod. 2p+1); —svs (T2 ) +1=0 (mod. 2p+1);
dont la premiére est toujours satisfaite, et la seconde se réduit & lautre

-~ 17. &—1=0 (mod. 2p+1);
qui est Ia condition déji connue pour la résolution de la congruence
2*—s = 0 (mod.2p+1).
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Soit proposé, par exemple, de trouver la condition qui doit étre
satisfaite afin que la congruence x*-1=0 (mod. 2p-}1), dans laquelle
2p+1 est un nombre premier, soit résoluble; on devra faire s=—1,
dans Ia congruence de condition (17.), et on aura

(—1yP—1 =0 (mod.2p}1);
ce qui montre que p doit étre un nombre pair.

En appliquant aux congruences du second degré les mémes princi-
pes dont nous avoms fait usage pour résoudre celles du premger degré,
on pourrait trouver la résolution générale de la congruence

24 gxtr=0 (modp), "~

dans laquelle p est un nombre quelconque, pourvu que I'en connit tous
les facteurs premiers de p.

En général étant proposée une congruence dum degré quelconque

X=a+4o 2" +0x" % . is.+ 0, , x4 a, =0 (mod. p),
dans laquelle p est un nombre premier, on divisera x> —1 par X (en
faisant usage de la méme méthode dont nous nous sommes servis pour
les congruences du second degré) et on obtiendra un reste de la forme
X =bx'Ft b eieet b, 24 b0

Maintenant si la congruence proposée a » racines entiéres, on devra

avoir les 7 congruence de condition ‘

b, =0 (mod.p), b;=0 (mod.p)y « » « + « b,=0 (mod. p),
et on sera assuré que si elles sont satisfaites, la congruence X =0 (mod. p),
aura toutes ses racines entiéres; mais si cette congruence n’avait qu’un
nombre 2—m de racines enticres, alors on devrait chercher de nouveau
le plus grand commun diviseur etre X et X,, et on frouverait enfin pour
reste une congruence de la forme

X, = c,a"™™ e, x" ™ tes s Cpm = 0. (mod. p),

qui donnerait les congruences de condition

6, =0 (mod.p), ¢,=0 (mod.p), « . . .. €rm=0 (mod. p),
dont le nombre sera toujours égal au nombre des racines enticres de la
congruence proposée. On voit par li que la résolution d’une congruence
du degré n, qui n’a que n—rm racines entiéres, se réduira & la résolu-
tion d'une congruence du degré n—m, en cherchant {e plus grand com-
mun divisenr entre X et aP'—1. :

Soit proposé, par exemple, de résoudre la congruence

x*— b= 0 (mod.ap1),
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dans laquelle ap+1 est un nombhre premier, on divisera x*?—1 par
#*—b, et on trouvera un quotient IV et le reste 5’—1; d'ou il résulte
que si la congruence
18. »—1 =0 (mod.ap-1)

est résoluble, la congruence proposée aura toutes ses racines entiéres.

Les deux congruences de condition (17.) et (18.) avaient été trou-
vées par Fermat, mais avec sa méthode on ne pouvait pas trouver les
conditions qui devaient étre satisfaites, lorsque les congruences proposées
n’étaient pas binomes: ce qu'on peut tou;ours effectuer par les principes
que nous venons d’exposer.

La congruence de condition (18.) montre que la congruence

x*—1 = 0 (mod. 6p41),
a toujours trois racines entiéres lorsque 6p - L est un nombre premier;
mais comme il est évident qu'une de ces racines est =1, on pourra
diviser par x—1, et on obtiendra la congruence du second degré
L4+x+1=0 (mod.6p+41),
qui aura ses deux racines -entiéres; il faudra par conséquent que les deux
congruences (16.) soient satisfaites quand on substitue pour « et 3 les
deux racines de l'équation w“+w+1v=;,0, et que Fon change 2p41 en
6p+~-1. Maintenant on a - : : o
P=—1(+v(—3) a=—i(—v(—3);

et partant, la congruence g Z’:a T=0 (mod 6p+1) denendra la smvante.

2PY( 3) ((1+\r(‘“3»°"“"‘(1‘—f(—-?’))ﬁ”)=0 (mod 6p+1),

qui donnera en développant
1 +§P},-(_3)f6p(f;p—1)_3_610(61;1.)?19—2)' 3V (-3) +6P(6p-1)(6p-2)(6p ?f) 304 ele.

q ) 2.3.4
PVED ) q16pv(-3) + ﬁp(ﬁp-i)‘3_61)(617-1)(61’-2).31,-(_3)_ﬁpﬁﬁp;i)(gp&i(ﬁp-?’) 33
 6p(6p-1)(6p-2) , , 6p(6p-1)(6p-2)(6p-3)(6p-4
= g (0p— 21D 5, 6p(Gp-DOP2EP0OP2) 55 ‘»E‘O(mod.6p+1>;

et par consequent

6p(6p-1)(6p-2 6p(6p-1)(6p-2)(6p-3)(6p-4
19, 6p— p(z; )(3p ) 3 34 p(_p2)(§ )ips)(p ) 32 —ete. =0 (mod. Gp-+1).

Si' on sabstitue les valeurs de « et 2 dans la congruence
6p—1 — afP—
B(FFZe) H1=0 @od6pt),

Crelle's Journal &. M. Bd IX. Hft. 1. 10
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dn adra, aprés aveir développé, la congruence :

2. (6p-1)— (6p- 0(6}7-‘2)(61’ 3) 3+(6P"1)(ﬁz-z)gﬁp'i)(ﬁg-4)(6p°5) e'té.‘...-—25P"EO(mod. 6p+1).
Les deux congruences (19.) et (20.), que nous venons de trouver, et qui
doivent toujours étre satisfaites en méme tems, lorsque 6p-4-1 est un
nombre premier, renferment un théoréme exclusif et assez curieux, sur
les nombres premiers .de la forme 6p+ 1. : :

A présent si Fon effectue I'limination de 6p, entre la congruenoe

6p(6p-1)(6p-2. 6p(6p-1)(6p-2)(6p-3 -4
6P P( g )(3P ) 34 P( P 2)( % )(4P 5)(61’ ) 3: -——0 (mod.ﬁp-l-l),

et lautre, qun est toujours résoluble:
6p4+1=0 (mod. 6p+1)

on trouvera, apres les réductions,

b

123 .23 | Sp—-x
1+123 i"‘"‘i"—3—— 3+ooao+3

E-—1+3—32....;cs’r’-=z-$?i)—”iz (—3)*—1=0 (mod. 6p + 1).

Lomque p==2n, cette derniére’ congruence deviendra.

o ST 3" w1 = 0 (mod. 122z-}:1), :
et celle-cn sera tou)ours résoluble d’aprds-¢e qui précéde: douil résulte, par la
congruence de condition (17.), que la congruence x*—3 =0 (mod. 12a4-1)
est toujours résoluble lorsque 127 +1 est un nombre premier. On pour-
ralt «appliquer. les mémes principes d des congruences de degrés plus dle-
vés, et on obtiendrait un ‘grand nombre dé théorémes nouveaux, du méme
genre' que ‘ceux gne nous venons d'énoneer; mais ces recherches nous
écarteraient trop de notre but, et nous allons exposer de préférence quel-
ques applications de la théorie des congruences & la résolution d’une classe
d’équations mdetermmees dont Lagrange a considéré les plus sm)ples.

CL

Soit propose de résoudre en nombres entiers I'équation
. xda,x*. ... n X" X

ot p=ttaades ..~...j—-:,,,a~f?' = %3

on voit facxlement que ce probléme se réduit & la résolution de la congruence
X =0 (mod. X,); mais comme on a aussi identiquement X, = 0 (mod. X)),
‘on pourta éliminer x entre ces deux congruerces et on trouvera, aprés
I'élimination, une,congruence de condition 1 5=0 (med..X,), dans.laguelle
D sera une fonctwn donnée des coefﬁmens

. A
a(l,,a,,.....an, e,e‘,e.’..'..em)
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et il faudra que X, divise le nombre D. Maintenant supposons que tous
les diviseurs, positifs ou négatifs, de D soient représentés par la série des
nombres
1, d\y dyy, d3yy v o oo . d,, D;
on devra faire successivement
X, =1; X__d,,X._d,,....X—d‘,_X._D (
et en cherchant les racines entiéres de ces équations, on hura toutes les
valeurs de x qui résolvent la congruence X =0 (mod. X,), et par suite
Péquation
— a+ a,xda,x%....4a, " —_ X
" ede, x4 ez X Fema™ X,
Etant donnde la méme fraction %—, on peut trouver aussi tous les nom-
bres entiers qui, pour une méme valeur de x, divisent 3 la fois le numé-
rateur et le dénominateur. En effet si Fon représente en général par &
Pun de ces facteurs communs, on aura X =0 (mod.d); X, =0 (mod. J);
et en éliminant x entre ces deux congruences (ou ce qui revient ay méme
entre les deux equatxons X=0, X, _.0), on, aura la congruence de con=~
dition D=0 (mod ), et le nombre & devra se trouver,parmx les divi-
gseurs de D, 11 est clair que si X et X avaient une raciné commune
@, il faudrait commencer par diviser ces deux polynomes par x — a, au-
trement on aurait toujours D = 0.
Etant données les deux fonctions i deux inconnues (p (x, _y) s F(ax, y) ;
st elles ont un factem- commun d, on aura tou]ours )
@@ )=0 (wod.8); F(z,y)=0 (mod.3); °
et en éliminant x ou y entre ces deux congruences, on aura deux autres
congruences de Ia forme .
- ‘I’(a:):() (mod. 8); ¥, (y)=0 (mod. J).
Soit propose ‘maintenant de résoudre en nombres entiers les denx equa-
tions simultandes
k » @(@‘,ﬁ)—aF(ﬂb‘,y) \P(‘”’y’*’)’ Q(“'&J’)—O'
que nous expmmerons pour abréger par ¢ =F.y; ®=0; on pourra
les reduire aux congruences - ”

. @=0(mad. F);. :® =0 (mod F); . F==0 (mod. F);
et.en éhmmant x et y entre ces trois congruences, on aura la congruenoe
de’ eombtxoh N TR T

EE e e, D'“- 0 (mod. F),

10*
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dod Ion déditira toutés  les' Valenrs possrblés de F:' Pon aura ainsi trois
$iuations et trois inconmués, et les déux ‘équations proposées seront ré-
solues complctement.

Etant proposées les deux équations simultanées

O, ) =0(x,2). Fiw, 5,95 Du(2,2)=0Q(x2).F (%9, D5
que nous mdlquerons, pom- abréger, par
T 0=¢.F; 9,=0.F,;

elles se transformeront dans les congruences

®=0 (mod. ®); P,=0 (mod.P); @ =0 (mod. P);
&0t I'on déduira, par 'élimination, ; =0 (mod. @),
qui fournira toutes les valeurs possibles de @; et on aura résolu comple—
tement les deux équations proposées. On pourrait appliquer ces prmc]pem
A des equatlons contenant un plus grand nombre d’inconnues ; mais nous
traiterons separement cette matlere ‘dans un mémoire particulier ‘sur les
congruences a module variable.

En reprenant les congruences de condition, que nous avons don-
nees precedemment, il est clair que l’on pourra ehmmer les inconnues entre
la congruence a pluswurs inconnues

@ (x, ¥, Zyeessete.) = 0 (mod. p)y

(dans laquelle p est un nombre premier) que nous indiquerons pour abre-
ger par @ =0 (mod. p), et les suivantes

i 1=0 (mod p), yT’"—l_“O(mod 7); z”"‘-—i—O(mod P)} ere etc.;
de la méme manicre que s'il sagissait d'éliminer entre les équatlons

@=0; x’*‘f—i_O‘ _77’“—-1._-0 z”"“—i-—O, e oo efC.;
et que le résultat sera de la méme forme: & present pour Sliminer les
inconnues entre ces équations, on peut substituer dans’ Ia’ premiére toutes
les valeurs, de. a.', ¥y By seees etc., dedmtes\ 3es entres équatlons, et

R N

1

comme l'on a B

x=1; ==eos§-i+f(-1>sm = oo 1+f(—-1)s
S x__cos2(13—-&»)n:l_f( 1)sin 2(;»-—2);;

y=1; ‘y=cosl-)——-1+‘/'( 1)smp2"1, y::cosv-t{phf(—-i)sm

RN B SR I S fray i S0y Y
‘Y gy
s e e y-—-cosz(: 2) +;f( 1)s (p 2)”.

Av oy oo A,
' » « o o e e . . e . . etco-

e o o e o o o e & o e e &
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en substituant I'une aprés lautre toutes ces valedrs dans I'équation ¢=0,
et faisant le produit de’ toutes, les fonctions semblables «que I'on obtiendra
de cette maniére, on trouvera la congruence de condition

XT|P-1 y=p-1 2=p-1
=5 1o«q>(cosﬂ+t/(~i)em“"” cos—x~+V(—x)sml— “"-H/( l)sm—-——, Y
x=0 r—o z==0 P12 P> =1
e ‘ =0 (mod.p).
Cette congruence parait assez singuliére i cause des fonctions circulaires

quelle renferme; cependant en observant lé' rapport qui ‘éxiste entre la con-

gruence ¢=g¢ + px (mod. p), et l’equatxon cos—p—"—'cos (a+: x)n , lorsque

a, p et x, sont des nombres entiers, on pourrait se rendre compte aisé-
ment de la forme de cette expression. On pourrait dedmre de la plu-
sieurs theoremes connus sur. les congr,uences mais cette route seraxt lon-
gue et penlble, et nous prefex:ons de partir d’une autre equatnon fonda-
mentale qui servira d retrouver directement tout ce que Pon savait sur la
théorie des congruences, et A découvm beaucoup de _propositions nouvel-
les. En observant que qumque par notre théorie on, ‘ne trouve que les
racines inégales de la congruence =0, on obhendra cependant les ra-
cines égales par la mcthode dont nous ‘avons fait usage pour'les el]uatxons
indéterminées; et méme on les trouvera directement en - éliminant entre

les congruences

@ =0 (mod. p); E—_O (mod. p); %——O (mod.p);. ... . . etc.
Etant donnée l’equatlon 4 une seule inconnue N
L1 =0, ' e

si I'on représenfe par P,y Pp iy Py iyienen ete., fes’ sommes des puis-

gances 2", (n—m)"*, (n—2m)"*, . . . . etc. de ses racines, on aura
P, = B, = Bponiesees. --‘p_,,,’ = etc.;

de sorte que si 7 est un multiple 'de 77, on obtient P,=m; et dans le

cas contraire on trouve P,= 0. En exprimant les racines de I'équation

™ —1 =0, en fonctions circulairés‘,‘ on ‘aura
Tiive RN

. (c0s22 - vi(—1) sin 22" - (00s 22 4 v () s 22", .
" e (cos?-'if A= 1) Bim == 2"” RN (0082’.‘“""‘"'""‘*‘5 m;i)nﬁ;_‘[ (‘-—-h)ain.—g-v———-—Q .fn;l\'")n.

Si Pon transforme la sécond membr:c" au, moyen de: la, pelation  connue

(cosz+4 v (—1) smz)" =="cosnz + f(—i) sinnz, "
et quon négligs les imagitiaires qui,” dang le ‘cas'actuél, doivewé' décessai-
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rement se détruire, on obtiendra

—1
21. p 003%+CO M-}-OOS%-."-I—Qoszzn-...+cos———2(mm)-’z-f

n nn

- sm2(n——-—)n —_

u=m Qunn 2m +sm .

= = cos - = pp H
u=0 2sm—7-n—

. . n
et la valeur de cette expression sera 7 ou zéro, suivant que le nombre —
sera entier ou fractionnaire.

Il résulte de Id que si Pon prend successivement la somme des puis-
sances /2™ des équations
r—1=0, x2*—1=0, £©*2—1=0, ..... 2"—1=0,
on aura la somme des diviseurs de 2, compris dans les nombres 1, 2,
3, .... m; et cefte somme pourra étre représentée par la formule

sin2(n-—-—"—)n+ in"2

x=m4y y=% 2 n yn x=m4-2 %2 sm-—;

S = cs—— = = .
x=3 y=o &z z= 2sin 27
@

On trouverait de méme que le nombre des diviseurs de 7, compris
dans la série 1, 2, 3, .. . . m, est donné par Pexpression
7
. in2(n—2 n+siun—-
x=m4r y=x 1 Onynm x.—:m+lsm ( 2:1:) P
=z = —cos,—g— = = .

— : — . nn
x=1 y=o ., x= 2x51nx

Si I'on voulait exprimer la somme et le nombre de tous les divi-

seurs de 7, en représentant par ﬁn) la premiére de ces fonctions, et par
3/n) la seconde, on aurait

x=n41 y=x
ﬂn)- = 2 cosQ"y”

x=3

x=n+41 y=x 2
== =+ ALY

x=1 y=o ¥ x

On sait que lorsque ~ est un nombre premier, on a
f(iz) =n41; &n) =2

nous aurons donc, en changeant l¢s limites des variablep, les deux: équations

¥=n y= x=n y=x
s S st =1; ==L M:—.u
x=1 y=0 x xz=1 ys=o

qui renferment deux propnetes spécnales des nombres premrers.
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On a vu que; n et m étant deux nombres entiers, la formule
. n\ , . n=#
81n2(n—m)ﬂ+51é;—‘-

. ns
2 sin —
m

a pour valeur m, si n est divisible par m, et ‘quelle se réduit & zéro
lorsque cette condition n’est pas satisfaite. Nous avons démontré de plus,
que p étant un nombre premier, I'expression
1.2.3.....(p—1) 41
p
ne peut devenir un nombre entier que lorsque p est un nombre premier ;
en faisant donc . ,, |
m=p, et n=1.2.3.....(p—1) 41,
dans la formule (21.), elle se transformera en celle-ci:
sin2(1.2.3.... (p_1)+1_1.2.3....ép-—1)+1)n+sin(1.2.3 g;:)-l)-H)
28&1'(1.2.3 2;3,__1)-}-1) | ’
qui devient p lorsque p est tn mombre premief, et qui se réduit & zéro

.. dans le cas contraire. Ainsi; cette formule représente exclusivement tous

les nombres premiers. Si Ion voulait exprimer analytiquement la somme
des nombres premiers compris dans la série

a, a+1, ¢e4+2,..... at+b—1,
on aurait la formule : . .

— sin2 (1.2.3....@—1) 41— 1'2'3"“(”;“1')“"‘) - sin (1'2'3 (””‘“'H)

2.1:
_ " 24 (1 .2, 3. (x—l)—l—l) ' “ '

On peut généraliser beaucoup ces expressions, et les appliquer aux
séries périodiques, aux fonctions  discontinues et & d’autres recherches:
mais ce que nous en’'venons de- d:re suffit pour le moment.

Pulsque la formule Lo

1 ‘ cos— +‘/‘(-—-1)sm———) +( s——-l-f(—1)sm—-) cose

2"""-+(0032("‘ 0% 4 (1) sin 2m=07)°

a pour valeur l’umte ou zéro, suivant que ;’:— est un nombre entier ou

fractlonnmre, il s'en suit que le ‘nombre V des racmes mégales (Ie la con-
gruence & plusieurs inconnues : :
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P(2y s By aeeesete) =0 (mod. m),
(que nous exprimerons pour abréger par @ =0 (mod. 7)) dans laquelle
on considére pour x, y, 2, «.». etc., les valeurs entiéres
e, a+1, a+4+2, ..... b;
¢, ¢+1, c+2 oo, . d;
z=¢, e+1, g—l—?,_..._... I
sera donné par I'équation - ’

0g (o2 2
x=b \“d ""f (cos q +f( 1)8111 )+( ¢n+f( 1)8]“ (Pn)ctlac
22' n ’V——-—A—J 2 Ellll
rmer=es= ) (o0 2427 4 y(— 1)sm2“"’”)....+(¢o 20 4 )sin2mon)
qui peut servir dans plusieurs cas d trouver la valeur de lintégrale définie
x2h oyzd o==f a (X, ¥, z,...n0tc.) 78

2; 2,2..,-.008‘1)' T N y

x

Ly y‘

u A

x=a y=¢ z=e
comme nous le monirerons dans la suite.
De méme la somme des racines de la congruence @ =10 (mod. m),
comprises entre les mémes ‘limites que celles qui ont servi d déterminer
la formule (22. ) ). 8€ra donnee par l’mtegrale :

1+(cos29m+f( l)sm caoee

x=b y=d z=f
23. p A 2--..(x+y+z....+ etc.) he .
m x=a y=c z%=e vees + (0082(771 1)¢ﬂ+f( 1)3 2(771 1)?%)

On pourrait trouver une' infinité de formules du méme genre; mais
celles-ci suffisent de,a pour notre objet; et méme elles sont trop généra-
les, de maniére quil faut les particulariser pour les appliquer avec facilité
aux diverses questions que nous devrons résoudre.

Nous observerons d’abord que’, d’aprés ce que nous avons dit pré-
cédemment, il suffira d’intégrer entre les limites

U= x ==y =25 se.v ob €fC,
m=x....y-,z—.....etc.,
pour savoir si la congruence proposée est ou n’est pas résoluble; et qu ensmte
les imaginaires devant se détruire entre eux, on pourra conmderer l‘mtegrale
2upn veeek- O 2(m’—n1)<pn)

2, L% éngm....(l-l-cos vz +cos—....+co

X=0 y=0 z=0

au lieu de celle fournie par l’equatlon (22 ), et l’mtegrale .

25, %E‘, EME ....(x+y—|-z....+etc.)(1+cos +cos-—-—-....+co ....+cos§-"—'—-12?f)

b

la place de la formule (23.).
(La suite dans le cahier procbam.)
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